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RESUMEN

La investigacion se realizo con el claro objetivo de aproximar numéricamente ambas
EDPs usando el método de diferencias finitas, mediante la creaciéon de un algoritmo en
Python. Se desarrollo el estudio de sistemas oscilatorios, tema de gran interés debido a su
amplia aplicabilidad en diversos campos como la fisica y la biologia; siendo que estos sis-
temas presentan un comportamiento dinamico fascinante. En consecuencia se usé Python
para conseguir la aproximacién numérica y consecutivamente observar el funcionamiento
correcto del algoritmo a plantear. De esa forma lograr una base conceptual sélida para con-
tinuar el andlisis tanto de la la EDO para el sistema oscilatorio subamortiguado como para
la EDP de la ecuacion de onda. En el capitulo final, se plante6 realizar la implementacion
en Python tanto para la EDO para un sistema oscilatorio subamortiguado como para la
EDP de la ecuacién de onda; teniendo para ello la utilizacién de los métodos numéricos.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales, EDO, EDP, diferencias finitas, Python



ABSTRACT

The research was carried out with the clear objective of numerically approximating both
PDEs using the finite difference method, by creating an algorithm in Python. The study of
oscillatory systems was developed, a topic of great interest due to its wide applicability in
various fields such as physics and biology; being that these systems present a fascinating
dynamic behaviour. Consequently, Python was used to achieve the numerical approxima-
tion and consequently observe the correct operation of the algorithm to be proposed. In this
way, a solid conceptual basis was achieved to continue the analysis of both the ODE for the
underdamped oscillatory system and the PDE of the wave equation. In the final chapter,
it was proposed to carry out the implementation in Python for both the ODE for an un-

derdamped oscillatory system and the PDE of the wave equation, using numerical methods.

Key words: Differential Equations, ODE, PDE, Finite Differences, Python
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Tan pocas herramientas ayudan a relacionar el mundo de las matematicas y la fisica
como las ecuaciones diferenciales (ED); siendo una de las herramientas mas conocidas a la
hora de modelar fenémenos fisicos, mismos que se encuentran en la naturaleza y ayudan
a entender mejor el mundo cadtico en el que el ser humano vive. En el presente trabajo
de investigacion se introdujo las ecuaciones diferenciales a analizarse, se ejemplificé con la
ecuacién diferencial ordinaria (EDO) que modeliza el sistema oscilatorio subamortiguado
y la ecuacién diferencial parcial (EDP) con un ejemplo clésico, la ecuacién de onda; donde
ciertamente se trabaja con condiciones iniciales sencillas.

Para ello, en el presente trabajo se investigé a profundidad sobre las ecuacines diferen-
ciales y asi también la aproximaciéon numérica del sistema oscilatorio subamortiguado y de
la ecuacién de onda utilizando el método de diferencias finitas. La principal problematica
que se trato en la investigacion radico en la ineludible necesidad de comprender de manera
rigurosa algunas de las ecuaciones diferenciales ya existentes. Como por ejemplo una EDP
clasica, misma que posee una amplia aplicaciéon en varias ramas de la ciencia, la ecuacion
de onda. Y por otro lado, la EDO asociada al sistema oscilatorio subamortiguado. Para
asi finalmente poder desarrollar las habilidades y conocimientos necesarios para plantear
la construccién matematica de las ecuaciones diferenciales mencionadas.

Ademas se realiza la implementaciéon de métodos numéricos con la ayuda del lenguage
de programacién Python, con el fin de aproximar numéricamente ambas soluciones de
las ecuaciones diferenciales mencionadas. Por lo tanto, fue determinante el abordar esta

problemaética para promover una comprension mas solida de estas ecuaciones diferenciales,
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asi como desarrollar un enfoque holistico sobre lo que se deseé realizar. El presente trabajo
pretende contribuir al entendimiento en el campo del analisis y la simulacion numérica de
EDs y su correcta aproximacién numérica.

Principalmente se profundiza en los conceptos relacionados al tema, como la revision
exhaustiva de conceptos clave, como ecuacién diferencial y otros temas inmersos como el
problema de valores iniciales. Todo esto ayuda a tener una base solida, para méas adelan-
te entender la aproximacion numeérica. Asi tambien, examinando la motivacién histérica
al momento de planteadas, su rigurosa construccién matematica y por supuesto algunos
ejemplos de aplicacién. Estas ecuaciones juegan un papel crucial en el anélisis de muchos
fenémenos fisicos; ademas se centra en la aproximacion por diferencias finitas de las ED
ya mencionadas.

Es sumamente importante mencionar que fue un gran reto para los matematicos lograr
llegar a la solucion analitica de muchas EDPs,; incluyendo las clasicas, por ello se desea
realizar en este proyecto de tesis un analisis de las distintas soluciones numéricas que se

consideran intentos por aproximarse a la soluciéon real.

1.1. Motivacion historica

En general el surgimiento de las ecuaciones diferenciales es un hecho digno de analizar
a profundidad. La naturaleza misma es capaz ser descrita con la ayuda de muchas ED. Por
ello su surgimiento se estudia tanto en la Matematica como en la Fisica. El mismo constante
desarrollo de estas dos ciencias tan importantes se ha logrado con la ayuda de las EDO
y EDP. Su desarrollo se ha dado principalmente gracias a la necesidad de describir cada
uno de los fenémenos que no tenian explicacién alguna, lo que llevo al surgimiento de las
ecuaciones diferenciales. De acuerdo a un articulo de Lépez se menciona que, “A mediados
del siglo XVIII las ecuaciones diferenciales se convirtieron en una rama independiente y su
resolucién un fin en si mismo.” (Lépez, 2008) En este siglo hubo un creciente interés por
esta tematica lo cual desencadeno un estudio a profundidad.

Explorar el origen de las ecuaciones diferenciales ayuda de manera significativa los dis-
tintos problemas que se logré resolver con ello y los personajes que ayudaron. Entre los
matematicos que més destacaron se encuentran Joseph Lagrange y Leonhard Fuler. Cada
uno por su parte aporté significativamente, Lagrange por una parte aportando con varios
métodos analiticos para la resolucién de muchas ecuaciones diferenciales ordinarias; y por

otra parte Euler enfocado més en el desarrollo tedrico de las EDO. Todo esto llevé a que las
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Ecuaciones diferenciales se constituyeran como una rama de la Mateméatica muy separada
de otras con su merecido puesto. Es por ello que la matematica es un arbol interconecta-
do con otras ciencias y se nutre constantemente de los conocimientos de personajes que
anteceden a otros como Isaac Newton.

Aunque todo esto no hubiese sido posible sin las herramientas matematicas correctas,
“Newton fue el primero en desarrollar un método sistematico para realizar operaciones (...)
fue quien realmente encontré el calculo diferencial tal como lo reconocemos hoy.” (Team
2022) Cabe recalcar una de las ecuaciones diferenciales més famosas es la EDO de New-
ton presentada por primera ocasion en su obra maestra “Philosophise Naturalis Principia
Mathematica” en 1687. Una de las ecuaciones insignia que describe la aceleracion de un
cuerpo, misma que anos después se conoceria como la ecuacién base de la misma Mecani-
ca clasica. Siglos mas tarde se daria un desarrollo mas contundente, como lo menciona
Napoles, “La fisica matematica del siglo XIX se centré principalmente en la teoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias, la ecuacion de onda también se convirtié en un tema
importante de estudio” (Napoles 2002) En este siglo en concreto se usaron mas las EDOs
para describir procesos esenciales para el desarrollo de varias industrias, fenémenos como
el flujo de fluidos o la transferencia de calor. Todo ello posible gracias a celebres personajes
como Joseph Fourier, Pierre Laplace y demas. Al mismo tiempo las EDPs se hicieron mas
necesarias, la creciente necesidad de tener ecuaciones con las que modelar fenémenos mas
complejos que implicaran no solo variaciones en el tiempo sino también el espacio.

Un ejemplo claro fue en la creciente necesidad por parte de las industrias por entender
el comportamiento de los materiales en presencia de calor. Este fenémeno descrito por una
EDP muy clasica y bastante conocida, usada para describir la propagacion de calor en un
medio cualquiera. Esta es la ecuacion de calor, misma que se expresa matematicamente

COIMo:

o _ o
ot 0x?
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Donde:

u : funcion de distribucion de temperatura

ou

N : tasa de cambio de la temperatura
0%u . :
92 : variacion espacial de la temperatura

k : constante de difusién

Ampliando un poco mas sobre las EDP, se tiene que el trabajo, ya mencionado ante-
riormente, perteneciente a d’Alembert y Lagrange ayudé enormemente al desarrollo de la
teoria de ondas, més especificamente a la ecuacion de adveccién. Hoy en dia las EDPs son
extensamente usadas, asi lo afirma el investigador (Stewart, 2016) “Se utilizan en la predic-
ciéon meteoroldgica, la modelizacién climatica y muchos otros campos. Las EDP también
son un tema matematico rico y hermoso por derecho propio.” Finalizando es importante
mencionar que entre las EDPs mas conocidas se encuentran las ecuaciones de Maxwell que
constituyen el principio del Electromagnetismo, mas reciente ain la ecuacién de Schrodrin-
ger sustancialmente importante para la Mecanica cuantica y demas ecuaciones diferenciales

representativas.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 12

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Aproximar numéricamente el sistema oscilatorio subamortiguado y la ecuacion de onda

utilizando el método de diferencias finitas, mediante la creacion de un algoritmo en Python.

1.2.2. Objetivos especificos

» Investigar y comprender los fundamentos tedricos de las ecuaciones diferenciales, el

método de diferencias finitas y el sistema oscilatorio subamortiguado.

= Explorar la construcciéon matematica de las 2 ecuaciones diferenciales planteadas,
estudiando conceptos relevantes para el correcto entendimiento de la matematica

subyacente.

= Averiguar sobre un modelo matematico que describa el comportamiento del sistema

oscilatorio subamortiguado basado en EDs relevantes.

= Implementar un algoritmo utilizando el método de diferencias finitas para obtener
una aproximacion numeérica de las soluciones para ambas ecuaciones diferenciales

descritas.



Capitulo 2

REVISION DE LITERATURA

En el presente capitulo se hablard a profundidad de 3 temas centrales. La EDO que
describe un sistema oscilatorio subamortiguado, la EDP de la ecuacion de onda y la técnica
de diferencias finitas. Temas considerados esenciales para construir una base matematica
solida y confiable para el desarrollo del trabajo. Para ello se inici6 investigando todo lo

referente a ecuaciones diferenciales, siendo uno de los pilares para la presente investigacién.

2.1. Ecuaciones Diferenciales

Existen dos tipos de ecuaciones diferenciales, las ordinarias y las parciales. Para aclarar
la diferencia entre estas dos ecuaciones se expondran ejemplos sencillos, ademdas de su
definicion. También se definird la solucién de una ecuacion diferencial, y se planteara un
problema de valores iniciales para este tipo de ecuaciones.

Las ecuaciones diferenciales son una de las principales herramientas en la modelizacién
matematica de fenémenos fisicos y naturales. Es por ello que tienen una gran importancia
en la comprension cientifica moderna de fenémenos como el sonido, el calor, la difusion, la
electrostatica, la electrodinamica, la termodindamica, la dinamica de fluidos, la elasticidad,
la mecanica cuantica, entre otros. Muchas de estas ecuaciones se deducen de sistemas
dindmicos, y con su ayuda se logra resolver variados problemas de ingenieria, biologia,

fisica y demas campos de las ciencias.

13
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2.1.1. Definicion de una Ecuacion Diferencial

Para una mejor comprension del concepto matematico de una ED son necesarias las
definiciones que se presentan a continuacion:
Las ecuaciones diferenciales se centran en el comportamiento de una funcién descono-

cida en relacién con sus derivadas.

Definicién 1. Sea f una funcion con variables reales (ya sea con respecto a una variable
0o mds). Se define una ecuacién diferencial (ED) como aquella en la que estdn involucradas

la funcion f que depende de x1, xs, ..., x, variables sucesivas; con n € N

Estas sucesivas derivadas se denotan como:

af _of of
oxt’ 0xi0x)’ Oxi0xi Oxk’

donde 1,7,k €N

y asi sucesivamente, dependiendo de la cantidad de variables adicionales que estén
presentes en la funcion.

Si la funciéon f depende de varias variables, podemos extender esta notacién para de-
notar las derivadas parciales. Por ejemplo, si f es una funcién de dos variables = e y, la
derivada parcial de f con respecto a x se denotaria como %, y la segunda derivada parcial
con respecto a x se denotaria como %.

Antes de continuar se debe hablar sobre el orden de una ED. Este se refiere refiere al nivel

mas alto de la derivada que se presenten en una ecuacion.

Recuérdese que, las ED ayudan a entender la relacion entre una variable dependiente
(la funcién f o y), y las variables independientes que la definen (z1, zs, ..., x,,), usando las
derivadas de f. Dado que las funciones en una ED pueden estar definidas por una o por

varias variables independientes; esto da lugar a la siguiente definicion:
Definicién 2. FExisten dos tipos de ecuaciones diferenciales:

» Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO): cuando f es una funcion de una inica

variable independiente: y = f(x).

» Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP): cuando f es una funcién de dos o mds

variables independientes: y = f(x1,xa, ..., x,).
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Obsérvese que una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecuacién que impone re-
laciones entre las diversas derivadas parciales de una funcién de varias variables reales.

Mientras que la EDO sélo relaciona las derivadas de orden n respecto a una sola variable.

Asi mismo es de vital importancia recalcar las formas en que se puede expresar ma-
tematicamente una ecuacion diferencial para una EDO. Por una parte se tiene las ya

conocidas forma explicita e implicita y la forma normal.

Definicién 3. (Forma explicita) Sea una ecuacion diferencial ordinaria donde la forma
explicita se obtiene cuando la derivada de mds alto grado o de mayor orden de la funcion
desconocida y(x) estd despejada. En esta forma, el primer miembro contiene la derivada y

en el seqgundo miembro los demas términos.

Definicién 4. (Forma implicita) Sea una ecuacion diferencial ordinaria donde su forma
implicita se da cuando toda la ED se encuentra igualada a 0. esto se da teniendo todos los

térmainos en el primer miembro y 0 en el sequndo.

Definicién 5. La forma normal de una ecuacion diferencial ordinaria se refiere a aquella
en la que se expresa la derivada de mas alto grado de la funcion desconocida y(zx) como
funcion explicita de x, y todas las demds derivadas de menor grado se encuentran agrupadas

en el primer miembro.

Ahora bien, a manera de ejemplificar las definiciones anteriormente expresadas. Una
ecuacion diferencial parcial en general se puede expresar mediante las 3 formas menciona-
das.

Forma explicita:

@—F dy Py Py oy Oy
ot \"Pox 0 9 b o

donde y = y(z,v, 2,t) representa la variable dependiente. Esta forma implicita de las
ecuaciones diferenciales parciales involucra una funcién multivariable F' que relaciona la
funcién desconocida y y sus derivadas parciales con respecto a = y t.

Forma implicita:

oy oy 0%y 0%y "y My

Flr.y YWYy  TYIY_
@ 5 3 9e2 B2 B din)
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Forma normal:

dy

dy dy 9y d*y oy Oy
ot

f(x7t7y7%7@7w7”'7%7%

En lo referente a ecuaciones diferenciales, la ED lineal es un tipo de ED particularmente

usada, por lo que cabe mencionar su definicién.

Definicién 6. Una ED lineal se define como una ecuacion en la que sus funciones desco-
nocidas y sus derivadas aparecen en forma lineal. En otras palabras, aparecen elevadas a
la primera potencia (1) y multiplicadas ya sea por constantes o funciones conocidas. Este

tipo de ecuaciones diferenciales tienen la forma general:

an(2)y"(2) + anr (2)y" V(@) + .+ ar(@2)y () + ao(x)y(z) = f(2)

Donde y™(z) es la n-ésima derivada de la funcién y(z), a;(x) son coeficientes que
pueden depender de la variable z, y f(z) es una funcién conocida.

Las ED lineales son especialmente atractivas por su misma estructura lineal que conduce
a soluciones analiticas en muchos casos. Este hecho es sumamente importante ya que con
ello se puede obtener resultados precisos. Cabe destacar que, si no existe linealidad la
resolucion de las ED se puede complicar significativamente. Estas ecuaciones se usan para
modelar fenémenos con la caracteristica de tener relaciones entre sus variables que cambian
de manera proporcional. Estas capturan con precision cambios uniformes en las variables,
siendo esenciales en situaciones donde las interdependencias se rigen por proporcionalidades

lineales.

2.1.2. Ejemplos sencillos ED

Es importante ejemplificar lo dicho, para ello se presenta la siguiente seccion. En ella
se trabaja con ejemplos béasicos pero muy ilustrativos de las ecuaciones diferenciales tra-

bajadas.

Ejemplo 1 (Ejemplo de una EDO).

y = Axy,

donde y = y(z) y A es una constante.
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Ejemplo 2 (Ejemplo de una EDP). Muchos aspectos de la vida cotidiana estdin regidos
por las EDQOs. Un ejemplo claro es la ecuacion del crecimiento y decaimiento exponencial,

donde se tiene el aumento de una sustancia radioactiva cualquiera, misma que puede ser
expresada mediante la EDO:

aQ
E__kQa

donde:

dQ

’r : tasa de cambio de la cantidad de sustancia

k  : constante de decaimiento radioactivo

Ejemplo 3 (Ejemplo de una EDP). Es mds comin y realista su uso para analizar fenome-
nos fisicos del mundo real donde se tiene mas de una variable independiente. La ecuacion
de calor es un claro ejemplo donde se tiene como variables independientes, el tiempo t y

el espacio x. FEsta describe la distribucion del calor en una region en concreto con el pasar

del tiempo.

Matemdticamente se describe como:

ou_ o
ot 0x?

Donde:

u=u(z,t) : funcion de distribucion de temperatura

ou

En : tasa de cambio de la temperatura
0%u o :

922 : vartacion espacial de la temperatura

K . constante de difusion



CAPITULO 2. REVISION DE LITERATURA 18

2.1.3. Soluciones de una ED

Definicién 7. En el ejemplo (3), la funcion desconocida x(t) se considera como la solucion
de la ecuacion si la ecuacion se satisface cuando se sustituye la funcion y sus derivadas en

ella.

Enfatizando asi que la solucién de una ecuacion diferencial es una funcién, teniendo que
al remplazar la solucion en la ecuacién debe necesariamente cumplirse con la igualdad. En
este punto se debe destacar que la solucién que se llegue a encontrar aporta con informacién
coherente sobre el comportamiento de un sistema fisico, tal y como se analizara en capitulos
posteriores. Obsérvese que las soluciones son infinitas y dependen de varias variables de

integracion.

Ejemplo 4. La solucion de la EDO presentada en el Ejemplo 1 es:

[N

Az

y(x) = Ce 2

Para llegar a esta solucion se usa la técnica de Separacion de variables. En el primer
miembro todos los términos con variable x y en el sequndo todos los restantes:
d
Y Avde.
Y
Sequidamente se integra en ambos lados de la ecuacion respecto a sus wvariables. La

integral de % es In|y|, y la integral de Az dz es AT"”Z:

y
d
/—y:/Axda:.
Yy

AQ
ln|y|=Tx+C’,

Se obtiene asi que:

donde C' es una constante de integracion.
Se procede a desarrollar el logaritmo y asi obtener una mejor expresion. Para ello se
aplica la funcion exponencial a ambos lados de la ecuacion:
Az?
ly =2 ¢,
Como se aprecia se tiene un valor absoluto, que se divide en un valor positivo y negativo,

pero en este contexto la funcion y solo puede ser positiva.
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Dado que €€ también es una constante, podemos reescribir la solucién general de la
)

siguiente manera:
Az?

ly| = Ce™=,

N

donde se conoce que C' es constante y ademds positiva, C

I
)
Q
\Y,
(@)

La solucion general para la EDO es:

Ejemplo 5. La solucion de la EDP presentada en el Ejemplo 3 es:
u(z,t) = C - e

Para llegar a esta solucién se usa la técnica de suposicion de separacion. La suposicion
a realizarse es que la funcion u(x,t) puede ser igual al producto de dos funciones, una

funcién que solo depende de x y otra solo de t:
u(z,t) = X(x) - T(t).

Sustituyendo en la EDP original se tiene que:

9 o
9 (X(@) - T() = k-5 (X(@) - T(),
X () - ag_l(f) kT - 3;(;;“)

Ahora se procede a dividir toda la ecuacion entre X (x) - T'(1):

L orw _, 1 X
T(t) ot  X(z) 022

Partiendo del hecho que el primer miembro solo depende de t y el segundo miembro

solo depende de z. Dado que es una igualdad ambos lados son iguales y se pueden igualar
a una misma constante. Se llama a esta constante —\2. Esta constante debe ser negativa
para no obtener soluciones triviales. Ya que las soluciones deben tener sentido fisico y asi
puedan describir fenémenos reales.

1 9T()
t

T )2

W) ot
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1 9*X(x)

. _ — 2
X(z) 022 A

k

a continuacién se resuelve la EDO resultante tanto para 7'(t) como para X ().

Se resuelve la ecuacion diferencial ordinaria para T'(t) integrando respecto a t a ambos

In|T(t)| = -\t +C,

lados:

donde C] es una constante de integracion

Se procede a resolver el logaritmo exponenciando ambos lados de la ecuacién:

2
AITO] — =22t4Cy

IT(t)| = et e
considerando a Cy = " se tiene:

‘T(t)’ _ e—)\Qt . eC’z

La soluciéon general para esta primera parte es una combinacion lineal de soluciones

exponenciales:
T(t) = 016A2t + 026_)\2t

donde C y co son constantes de integracién

Para la segunda parte se tiene la ecuacién diferencial ordinaria para X (x):

1 °X(x)

kX(x) T -
IPX(x) 1.,

o R AW

Para esta resolucion se tiene en cuenta que se trata de una EDO de segundo grado con

coeficientes constantes. Entonces proponiendo una solucién en forma de funcién X (x) =
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€™ donde m es una es una constante a determinar, se tiene:

2 mx
e Lyome
dx? k
reescribiendo la segunda derivada se tiene:

y se procede a resolver esta ecuacion basica:

1
m2€mx — _EA2€mm

1

2 _ __>\2
T
1

=di-A
m Zk

Como se observa se tiene dos posibles soluciones que son complejas conjugadas, donde:

I
o

a
B A

=

Por tanto la solucion general es:

X(z) = C5e™® cos(fx) + Cre™ sen(fx)

remplazando los valores se tiene:
1 1
X(x) = Cjcos E)\x + Cy sen E)\x
donde C5 y C4 son constantes de integracién.
Para finalizar se debe recordar el hecho de que la funcién u es igual a u(z, t) = X (z)-T(t)

o también u(z,t) = T(t) - X (z). Por tanto la solucién a la EDP es igual la combinacién de

la soluciones a X (x) y T'(¢):

u(z,t) = (C1eN + Coe™) . {03 cos (%Ax) + Cysen (%/\xﬂ

donde C1, Cy, C3 y Cy son constantes de integracion.
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2.1.4. Problemas de valores iniciales: soluciones particulares

Para terminar con esta seccion, se presenta a continuacion el conocido como problema

de valores iniciales (PVI).

Definicién 8 (PVI). Un problema de valores iniciales consiste en una ecuacion diferencial
(ya sea ordinaria o parcial), sujeto a ciertas condiciones sobre la funcion y sus derivadas,

en un punto dado xg.

Un PVI se considera de gran relevancia ya que brinda una solucién particular de la
ecuacion diferencial. Es aquella que verifica no sélo la ecuacion, sino también las condiciones
impuestas. Esto se logra primero encontrando la solucion general de la ED y seguidamente
aplicando las condiciones iniciales del problema a la solucién. Al final se consigue una
solucién tunica.

Por ejemplo, si la ED es ordinaria de grado 1, esto es, sélo involucra a y = f(z) y su
derivada 3/, la solucién de la EDO tendrd una tnica variable libre, y un PVI asociado a

esta EDO (en su forma explicita) serfa:

y'(x) = f(x,y) para x € [a, ]
y(z0) = Yo

de tal forma que con la condicién inicial y(zg) = yo se determina la variable libre. Si en
cambio la ED es ordinaria de grado 2, esto es, involucra a y = f(z) y sus derivada v/, ",
la solucién de la EDO tendra dos variables libres, y un PVI asociado a esta EDO (en su

forma explicita) serfa:

y'(z) = f(x,y,y') para x € [a, b

y(o) = o

y' (o) =y
de tal forma que con las condiciones iniciales y(zy) = yo se determinan las dos variables
libres de la solucién general. Con frecuencia estas condiciones iniciales se plantean en el

punto xg = 0. Las soluciones no siempre existen en un intervalo suficientemente grande, o

son unicas. Existen ciertos teoremas locales de existencia y unicidad para PVI, pero quedan
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lejos de este trabajo.

Ejemplo 6. Sea el siguiente PVI asociado a una EDO de orden 1:

y(r) ==z
y(1) =7

Si se integra en ambos lados de la ecuacion y'(x) = x con respecto a x, entonces se obtiene

que la solucion de la EDO es:

132

yz;—i—c, ceR. (2.1)

Ahora bien, la ecuacién (2.1) no se considera como una respuesta para el PVI. Para ello

se debe aplicar la condicion inicial dada:

despejando ¢, se encuentra que el valor de c es: ¢ = % Al final la respuesta correcta vy
valida al PVI planteado es:

donde esta es la solucion unica.
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2.2. Sistemas oscilatorios

Ahora bien, iniciando con el estudio de los sistemas oscilatorios, su definicién y ejem-
plos de aplicacion. Posteriormente se aborda la ecuacién de onda con todos sus elementos,
mismos que rodean a esta ecuacion. Esta es considerada una EDP fundamental en el es-
tudio de fenémenos ondulatorios, como el sonido y la propagacién de ondas en medios
fisicos. Para en capitulos posteriores revisar la técnica de diferencias finitas, una conocida
herramienta para resolver muchas EDOs y EDPs sin solucién analitica. Con este desarrollo
en detalle se espera poder aplicar esta técnica para resolver la ecuacion de onda y como

obtener soluciones aproximadas para sistemas oscilatorios subamortiguados.

El sistema oscilatorio subamortiguado es un caso especial de los sistemas oscilatorios. Es
por ello que primero se comienza abordando la definicién de estos iltimos y su relacién con
la conservacién de la energia mecénica. Se observara la importancia de analizar la energia
cinética y potencial involucrada en estos sistemas, comprendiendo cémo se mantiene en
equilibrio y permitiendo asi la persistencia de oscilaciones a lo largo del tiempo. El primer
caso es el movimiento oscilatorio arménico simple. Claro esta sin olvidar los otros sistemas
donde se presentan fuerzas disipativas, en los cuales se encuentran los sistemas oscilatorios
amortiguados. En esta seccion se da una perspectiva general de los sistemas oscilatorios

donde se trabajara con algunas definiciones.

Definicién 9. Un sistema oscilatorio es un fenomeno de movimiento especial, en el cual
un objeto experimenta una serie de desplazamientos alternantes hacia adelante y hacia

atrds alrededor de una posicion de equilibrio particular.

Definicién 10. El movimiento oscilatorio se define como una vibracion o transformacion

de la energia asociada a un movimiento periodico o sinusoidal.

La repeticion en el movimiento oscilatorio se da en intervalos regulares. Con lo que se
tiene una regularidad muy predecible. El objeto cruza repetidamente por la posicion de
equilibrio.

Ejemplo 7. Algunos ejemplos son el péndulo, movimiento de un columpio, mareas, mo-
vimiento de una cuerda en un instrumento musical o la oscilacion de moléculas en una

sustancia solida.

Existen 3 tipos de movimientos oscilatorios utilizados en el anélisis de fenémenos fisicos
repetitivos. Estos tipos son: movimiento oscilatorio sin amortiguamiento, con amortigua-

miento y con la presencia de fuerzas externas. Para brindar una comprensién conceptual
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mas solida, se presentan a continuacion ejemplos basicos que capturan la esencia de cada

tipo:

Ejemplo 8. (Sistema conservativo sin amortiguamiento) Se considera un sistema en el
cual un resorte se encuentra suspendido verticalmente sin la influencia de ninguna friccion.
Observe que no hay viscosidad por lo que la friccion es 0 ya que para este ejemplo se trata
con un caso ideal. Se conoce que el muelle realmente si tiene masa pero para en este caso
tdealmente no. La ausencia de masa en el resorte permite que las oscilaciones se mantengan

sin disminuir su amplitud con el tiempo, creando un movimiento periodico y armonico.

Ejemplo 9. (Sistema con friccion) Se considera un sistema en el cual un resorte se en-
cuentra suspendido verticalmente. Sin embargo, en este caso se introduce la influencia de la
friccion. La friccion actia como una fuerza que se opone al movimiento del sistema, lo que
resulta en una disminucion gradual de la amplitud de las oscilaciones a lo largo del tiempo.
Este ejemplo ilustra como la presencia de la friccion puede afectar el comportamiento de

un sistema oscilatorio, llevandolo eventualmente a detenerse en una posicion de equilibrio.

Ejemplo 10. (Sistema con fuerzas externas) Se considera un sistema oscilatorio en el cual
un resorte se encuentra suspendido verticalmente. Sin embargo, en este caso, se aplica una
fuerza externa al sistema, misma que es periodica. La aplicacion de esta fuerza externa
puede modificar el comportamiento natural del sistema. Dependiendo de la frecuencia y
amplitud de la fuerza externa, el sistema podria presentar oscilaciones en resonancia. Fste
ejemplo demuestra como las fuerzas externas pueden influir en el comportamiento de un

sistema oscilatorio.

En las siguientes subsecciones se analizard mas a profundidad cada uno de estos casos.
Ademas de estudiar a detalle cada de una de las ecuaciones diferenciales asociadas a estos

Casos.

En el analisis de los sistemas oscilatorios existe un tema central para el entendimiento
de las bases. La interconexion entre la fisica clésica y las ecuaciones diferenciales, este tema
es esencial para comprender estos fenémenos. Una herramienta matematica crucial es la
Segunda ley de Newton, una piedra angular en la mecdanica clésica. Esta llega a vincular
la fuerza y la aceleracién que experimenta un objeto e movimiento.

Ahora bien, si se quiere entender e interrelacionar estos conocimientos con las ecuaciones

diferenciales es vital mencionar como esta EDO (para el sistema oscilatorio) nace de la tan
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conocida Segunda ley de Newton, misma que en su forma general se expresa:

ZF:ma

Donde:

Z F' : Fuerza neta

m : masa del objeto en cuestion

a : aceleracion del mismo objeto

La relacién entre la 2da ley de Newton y el movimiento armonico simple(al que se deno-
tard a partir de ahora como MAS) es imprescindible para comprender el comportamiento
de los sistemas oscilatorios y entender cada una de las fuerzas que actian sobre estos movi-
mientos para asi finalmente llegar a la culminacién del Sistema oscilatorio subamortiguado.
Como se menciond en el MAS se tiene una fuerza restauradora, misma que es descrita y

modelada por la siguiente Ley de Hooke.

Definicién 11. El siguiente axioma establece que el alargamiento de un muelle es direc-
tamente proporcional al modulo de la fuerza que se le aplique, siempre y cuando no se

deforme permanentemente dicho muelle.

Al referirse con muelle se hace referencia a un resorte en general. Este es usado para

describir un dispositivo o sistema elastico y la ley estd dada por:
Fres = —kx

El signo negativo en la férmula se refiere principalmente al hecho de que el resorte ejer-
ce una fuerza restauradora. Como ya se menciond, esta fuerza se opone al desplazamiento
del objeto desde su posicion de equilibrio. Cuando el objeto se aleja, el resorte ejerce una
fuerza en la direccion opuesta para restaurar el equilibrio. Por tanto la fuerza esta dirigida

en sentido contrario y por ello se tiene el signo negativo.
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2.2.1. Sistema oscilatorio sin amortiguamiento

El ser humano vive en un mundo lleno de patrones y fenémenos repetitivos, manifesta-
dos en diversas formas. Desde las vibraciones de una cuerda de guitarra hasta el vaivén de
un péndulo. Cada uno de los fenémenos vibratorios se compone de movimientos periddicos
y para ello necesariamente se debe entender el (MAS).

Definicién 12. El Movimiento armoénico simple (MAS) es un tipo de movimiento osci-
latorio, en el cual un objeto experimenta una trayectoria repetitiva de vaivén alrededor de
una posicion de equilibrio.

Para hacer énfasis en el buen entendimiento se mencionaran algunas magnitudes fisicas

tales como:

T = 2w—” : periodo
f= : frecuencia

w = \/E : frecuencia angular
m

El movimiento peridédico del MAS ocurre gracias a una fuerza restauradora. De acuerdo
a la férmula es proporcional a la distancia de la posicién de equilibrio. Cuando se refiere a
fuerza restauradora se tiene se tiene en cuenta la tendencia natural del sistema a regresar
a su posicion de equilibrio cuando se le aparta de ella. El mismo es posible describirlo
mediante una ecuacion diferencial que viene de la 2da ley de Newton:
d*x

Donde:
m : masa del objeto

x(t) : posicién del objeto respecto al tiempo

k : constante del resorte

Esta resulta ser la ecuacion diferencial ordinaria de la posicién de una particula para un

Movimiento armoénico simple. Se va a deducir esta EDO de orden 2 de dos formas diferentes:
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Primera deduccién: Iniciando con la primera deduccién se tiene que es importante

primero definir la posiciéon de equilibrio:

Definicién 13. Sea un sistema fisico, la posicion de equilibrio se define como la posicion
en la cual la sumatoria de todas las fuerzas y energias presentes en el sistema se encuentran

en equilibrio o balance. Siendo asi no se tiene la presencia de la aceleracion.

Siendo asi, mateméaticamente se tiene que:

d» F=0

En otras palabras es el punto especifico donde la fuerza neta no permite que se mueva
de su estado de reposo o de movimiento a velocidad constante.

Un sistema mecdanico conservativo se refiere a la preservacion de la energia y por otra
parte los puntos de equilibrio son los puntos exactos donde la suma de las fuerzas que actua
sobre ellos es cero. Siendo asi que la energia mecéanica total E del sistema mencionado se
conserva, con lo cual se tiene que la suma tanto de la energia cinética C' como de la energia

potencial P permanece constante.

E=C+ P =cte (2.2)

Por su parte cada uno de los términos de la ecuacién (2.2) se definen fisicamente a

continuacion:

Definicién 14. La energia cinética es aquella energia que se consigue cuando el objeto en
cuestion estd en movimiento debido a la velocidad que adquiere. Es el tipo de energia que
se asocia al movimiento de un cuerpo ya que se determina por la magnitud de la velocidad.

Se puede expresar matemdticamente como:

C = ~mv?
va

Donde:

m : masa del objeto en movimiento
v : velocidad del objeto

k : constante del resorte
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Definicién 15. La energia potencial por su parte se define como aquella energia asociada
a la posicion de un objeto. Y este a su vez en un campo de fuerzas como la fuerza eldstica

o la fuerza de gravedad.

Cabe recalcar que ciertamente no se tiene una férmula general que describa a la energia
potencial. Pero si que la hay cuando existe la presencia de un campo de fuerzas como se
menciona. Siendo que si se presenta la fuerza elastica (como en el caso de un MAS) se

tendra una energia potencial elastica. Matematicamente esta energia se describe como:

1
Pelést = 5]61}2

k : constante elastica del resorte

z : deformacion del resorte

y si la energia mecanica es constante, a lo largo del movimiento, entonces sus derivas

con respecto al tiempo se anula:

dFE
i
dt
Cabe detacar que esta deduccion solo se puede usar para el M.A.S. ya que se define
como un movimiento para un sistema conservativo. Partiendo de la energia cinética en el

muelle y la energia potencial elastica trabajando con un sistema conservativo:

E=C+ P =cte

1 1
Emv2 + 51{:;52 = cte

Donde:

m : masa del objeto
v velocidad del objeto
x : posicion del objeto con respecto a la posicién de equilibrio

K : constante del resorte
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Entonces como el objeto se mueve con respecto al tiempo, = = x(t), y la velocidad es
la derivada del desplazamiento, también con respecto al tiempo. Donde donde z(t) es la
funcion de movimiento del objeto oscilante. Por tanto:

1 1
Em:ic(t)2 + §l€x2 = cte
d (1 9 1 d
— [ =ma(t)® + =kaz? | = —ct
dt (me() T3 x) at
ma(t)E(t) + kx(t) =0

() [mi + kx(t)] = 0

como v = &(t) = fl—f no es cero, dado que la particula esta el movimiento. Asi mismo se

tiene que como v = &(t) = %‘” y se deduce la EDO para un MAS:

mi + kx(t) =0

Segunda deduccién: Otra herramienta para deducir la EDO es la 2da Ley de Newton y

una fuerza conocida que actia sobre el sistema oscilatorio, la fuerza restauradora. Como se
menciond proviene del resorte y puede ser expresada como Fyzs = —kx, donde k representa
la constante del resorte. Usando la ya conocida féormula de Newton, F' = ma, al establecer

una relacion de igualdades entre ambas fuerzas, se obtiene:
—kx = ma (2.3)

Donde:

k : constante del resorte

Finalmente expresando algunos términos con otra notacién como z = z(t) (funcién
desplazamiento) y a = Z(t) (funcién aceleracién). Y acomodando la ecuacién (2.3) se llega

a obtener que:
d*x
mﬁ +kx=0
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Por otra parte para observar de mejor manera cémo la fuerza restauradora del muelle
influye en este movimiento oscilatorio. Y ademés céomo la fuerza es equivalente a la masa

por la aceleracion del objeto se tiene la siguiente figura 2.1:

Figura 2.1: Descomposicion de fuerzas en el MAS

k
VWV m
Oiﬂ
x=0
k i
- AMWWN———— m F=-kx~{ M9
T xeA NN
k :
AVWAA - m !

O (o]
x=-A

Fuente: Universidad Nacional del Rosario, 2021

Ambas fuerzas se ejercen sobre un objeto con funcién desplazamiento z = x(t)

Soluciones del MAS

Esta EDO se puede resolver por distintos métodos teniendo en cuenta que se trata de

una EDO de segundo orden con coeficientes constantes. Por tanto para llegar a la funciéon
solucion se tiene los siguientes pasos:

Partiendo del hecho de conocer de qué tipo de EDO se trata, lo que se desea encontrar
ahora es una funcién solucién z(t) que satisfaga la ecuacién. Se trata de llegar a una
solucién de la forma x(t) = ™ donde r es una constante que se busca determinar. Por

tanto se calcula la primera y segunda derivada de z(t) con respecto a la variable ¢:

dlL‘ _ rt
— =Te
dt
d*x
— T2€Tt

dar?
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Como siguiente paso se remplaza en la ecuacion diferencial inicial:

mr?e™ + ke =0

Se factoriza el término e"*:
et(mr* +k)=0
mrl+k=0

Resolviendo esta nueva ecuacién del factor se tiene:

k
r?=——
m

k
r =4\ —
m

Como se observa se tiene raices complejas y por tanto una solucion general es:
z(t) = Ae*' + Be™!

Pero se desea tener una expresion en términos de seno y coseno. Por tanto se aplica la

identidad de Euler e = cos(6) + isen(d).
Ahora bien remplazando en la ecuacién anterior de z(t) se tiene:

z(t) = A(cos(wt) + isin(wt)) + B(cos(—wt) + isin(—wt))
Cancelando las partes imaginarias al sumar los términos con coseno se tiene:
z(t) = (A+ B) cos(wt)
Asi mismo se tiene una fase inicial:
g = (A+ B)cos¢
Finalmente conociendo esta fase inicial, la solucion final es:

z(t) = (A + B) cos(wt + ¢)
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Donde:

A : amplitud de la oscilacion
w : frecuencia angular del MAS

¢ : fase inicial de la oscilaciéon

Es importante mencionar que la solucién se da mediante una funcién coseno, donde
el pardmetro es wt + ¢g (variable independiente es t). Este resultado muestra claramente
la manera periddica del movimiento, donde el objeto se mueve pasando por la posicion
de equilibrio con intervalos idealmente regulares. Ademas, es importante entender que la
letra griega ¢ es vital para comprender el sistema, siendo este el tinico pardmetro que
determina el desplazamiento vertical de la oscilacién a lo largo del tiempo. Ademads, se
tiene la velocidad en funcién del tiempo, siendo que es posible encontrarla a partir de la

posicién. Se tiene que la posicion es:
z(t) = (A + B) cos(wt + ¢)

Para hallar la velocidad basta con derivar la posicién ya dada:

Z_f = % ((A+ B)wcos(wt + ¢))
le_:; = —w(A + B)wsen(wt + ¢)

Siendo finalmente la velocidad con respecto al tiempo igual a:
v(t) = —w(A + B)wsen(wt + ¢)

Como se observa a grandes rasgos se tiene un movimiento donde no hay la presencia de
fuerzas disipativas, siendo un sistema muy ideal. Esto debido a que en la realidad se tiene
muchas fuerzas que hacen perder energia al sistema, tales como la resistencia al aire o la
inevitable friccion.

d?*z k

— = x
dt? m

Ejemplo 11. Se tiene un resorte con una masa suspendida en su extremo. Inicialmente la
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masa se desplaza 0.5 metros hacia la derecha desde la posicion de equilibrio y luego se suelta
desde el reposo. La masa del objeto es de 2K g y la constante del resorte k = 100N /m.
Encuentre la ecuacion que describe la posicion de la masa asumiendo que no hay fuerzas
disipativas.

En primer lugar definiendo las condiciones iniciales se tiene que:
x(t) = Acos(wt + ¢)
X(0) =0,5m y ©(0) = 0m/s. Aplicando la ecuacion solucion para esta ecuacion se tiene:
2(0) = Acos(w* 0+ ¢) =0,5

x(0) = Acos(¢) = 0,5

/100 N/m
g —_— 1
w kg Orad/s

Ahora se calcula ¢ utilizando las condiciones iniciales z(0) = Om/s:

Entonces:

t(0) = —Awsen(w * 0 + ¢)

2(0) = —Awsen(¢)

. ! : y
¢ = arcsin (_M> = arcsin (— (2kg) - (10 rad/s)) =0
o=0

Ahora bien, la fase inicial es ¢ = 0 por lo que remplazando en la anterior ecuacion se

tiene que
A=05

Finalmente como se observa en la férmula y la figura 2.2, la solucién completa para el

ejercicio sobre el Sistema oscilatorio sin amortiguacion es:

x(t) = 0,5 cos(10t)
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Figura 2.2: Oscilacion sin amortiguamiento
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2.2.2. Sistema oscilatorio con amortiguamiento

Otro caso interesante y mucho més practico es el Sistema oscilatorio con amortigua-
miento. Un sistema mucho méas apegado a la realidad donde existen muchas variables a
analizar y mas caos. Algo normal en la naturaleza y los fenémenos de la vida diaria. A
medida que introducimos el concepto de amortiguamiento, se agregan mas variables y

dindmicas, lo que conduce a un comportamiento atin mas diverso y a menudo cadtico.

Definicién 16. Un sistema oscilatorio amortiguado es aquel en el cual un objeto o sistema
experimenta oscilaciones alrededor de una posicion de equilibrio, pero estas oscilaciones
disminuyen gradualmente con el tiempo debido a fuerzas de amortiguamiento presentes en

el sistema.

La importancia de este sistema radica en la presencia omnipresente de ondas. En su
mayoria no es muy visible al ojo humano, por lo que no se lo relaciona y por consiguiente no
le da su debida importancia. Uno de los hechos mas impresionantes es el comportamiento
dual onda-particula de la materia que casi todo esta compuesto. Desde el hermoso sonido
que emite una guitarra al vibrar hasta el inigualable murmullo de las olas, las oscilaciones
estan en toda la naturaleza.

El sistema en mencién puede ser descrito por la siguiente EDO:

d*x  dx
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Donde:

x : posicion del objeto en el tiempo t
k : constante del resorte

¢ : coeficiente de amortiguamiento

La deduccién de la ecuacién diferencial para un Sistema oscilatorio con amortiguamiento
se inicia teniendo en cuenta la fuerza de amortiguamiento y la fuerza restauradora. La fuerza

restauradora la cual proviene del resorte y se representa como
Felést = —kx
. Y por supuesto la ecuacion de la 2da Ley de Newton
F=ma
. Al incorporar la fuerza de amortiguamiento
Famort = —Cv
, se tiene que:

¢, coeficiente de amortiguamiento

v, velocidad del objeto

la combinacion de ambas fuerzas lleva a la siguiente expresion:

—kxr — cv =ma
La ecuacién se divide por la masa m para obtener la aceleracion a despejada totalmente:

—kx — cv
— = qa
m

Reconociendo que a puede ser expresada de igual forma como:

d*x
a=—
dt?
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remplazando finalmente se tiene:

d*x kx  cv
dt? m m
Al manipular un poco los términos y emplear £ = w?, donde wy es la frecuencia angular
m 0>

natural, la ecuacion se transforma en:

d*z ) c
— = —WyT — —V
dt? 0 m
Con v = Cfl—f, es posible reemplazar v en la ecuacion:
d*z ) c dr
_— = —Wa L — — —
dt? " modt

Finalmente, multiplicando ambos lados por m, se obtiene la ecuacién diferencial del

Sistema oscilatorio con amortiguamiento:

d’x dx

Reescribiendo la ecuacién para un mayor entendimiento en la resolucién se tiene que:
mA+c+A+k=0

Al resolver la ecuacion diferencial del sistema oscilatorio subamortiguado utilizando la
férmula general, emergen tres casos. Cada uno de estos merece analizarse por separado y

especial atencion. Usando la formula general para una ecuacién de segundo grado se tiene:

—c+ /2 —4dmk

A= 2m

donde las raices de la ecuacion para este caso toman la siguiente forma:

—c+ 2 —4dmk

A= 2m

Dependiendo del discriminante de A, més especificamente del signo de ¢ — 4km se

tendria 3 casos distintos:
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En este sistema se tiene 3 casos:

Sistema oscilatorio sobre-amortiguado

A manera de definiciéon y continuando con los 3 casos mencionados, se tiene que si
c? — 4mk > 0, entonces la ecuacién reescrita tendra dos soluciones reales distintas y se
considera un sistema sobre amortiguado:
—c+ Ve —4mk —c— v —4mk

AL = om y Ay =

2m

La solucion a la ecuacion diferencial para este caso viene dada por:
z(t) = creMt + cpe?!

Ejemplo 12. Considérese una masa de 1 kg unida a un resorte con constante k = 16N/m
y coeficiente de amortiguamiento o = AN 7>, Si se libera la masa desde una posicidn inicial
de 0,2m con velocidad inicial de 0,5, determine la ecuacion de movimiento y la posicion

de la masa después de 3 sequndos.

La ecuacién de movimiento para el caso sobre-amortiguado es: mz + az + kx = 0

Donde m = 0,5kg, a = 20N~ y k= 10%.
Las condiciones iniciales son z(0) = —0,8m y #(0) = 1.

La solucién general para este caso es:
z(t) = creMt + cpet?!
Las raices del polinomio caracteristico son:
A =-551yA=—-10s"
Aplicando las condiciones iniciales, se obtiene los valores de las constantes ¢; y ¢s:

c1=-08ycy=0,6
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Entonces, la ecuacién de movimiento para este caso es:
z(t) = —0,8¢7 + 0,6e "
Para t = 2 segundos, es posible calcular la posicién de la masa:
z(2) = —0,8¢ 71" + 0,6e7* ~ —0,783 m

Sistema oscilatorio criticamente amortiguado

Por otro lado si ¢ — 4mk = 0, entonces la ecuacién reescrita tendrd una tinica solucién

real y se considera un sistema criticamente amortiguado:

/\___C

- 2m

La solucion a la ecuacion diferencial para este caso viene dada por:
z(t) = 1M 4 cyte!

Q?(t) = (Cl + Cgt)e)\lt

Ejemplo 13. Considérese una masa de 0.3 kg conectada a un resorte con constante k =
6N/m y coeficiente de amortiguamiento o = 5N/(m/s). Si la masa es desplazada 0,4
metros desde la posicion de equilibrio con velocidad inicial de —0,8m/s, calcule la ecuacion

de movimiento y la posicion de la masa en t = 4 sequndos.

La ecuacién de movimiento para el caso criticamente amortiguado es:
mi + 2oz + kx =0

Donde: m = 1kg

a=5N/(m/s)

k =5N/m.

Las condiciones iniciales son z(0) = 0,2m y #(0) = 1 m/s.

La solucion general para este caso es:

x(t) = (Cl + czt)e_"‘t
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Aplicando las condiciones iniciales, se obtiene los valores de las constantes ¢; y ¢o:
c1=02yc=1

Entonces, la ecuacién de movimiento para este caso es:
z(t) = (0,2 +t)e ™
Para t = 3 segundos, es posible calcular la posicién de la masa:
z(3) = (0,24 3)e™ ' ~ 0,187m

Sistema oscilatorio subamortiguado

Finalmente y no menos importante, si ¢> — 4mk < 0, entonces la ecuacién reescrita

tendra dos soluciones complejas conjugadas y se considera un sistema sobre-amortigado:

—c+ivAmk — c?

2m

A:

Este es un sistema muy conocido en ciencias exactas como la matematica y carreras
como la mayoria de las ingenierias. Sea un sistema en el cual las oscilaciones se producen
de manera continua y disminuyen gradualmente en amplitud con el tiempo. En este tipo
de sistema las fuerzas de amortiguamiento actiian de manera mas débil en comparacion
con las fuerzas restauradoras”

Ahora bien, recobrando el hilo anterior, se conoce que el bello sonido que emite una
guitarra no es perpetuo, sino que deja de oscilar después de unos segundos. Esto debido
a una variedad de factores que condicionan este movimiento oscilatorio, en su mayoria
nada es etéreo, en este caso sea por el coeficiente de amortiguamiento o por la posicién en
que se encontraba el sistema o por el rozamiento del aire. El sistema dejard de oscilar y
ciertamente esto es lo que plantea el subamortiguamiento.

La solucion a la ecuacion diferencial para este caso viene dada por:

z(t) = cre” 2 (cos(wat) 4 coe” 2 sin(wgt))
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Presentando de mejor una mejor manera, misma que es mucho més conocida:
z(t) = e" 3t (c; cos(wat) + ¢ sin(wgt))
Donde:

c1yce : constantes en funcién de las condiciones iniciales

A1y s @ raices de la ecuacién caracteristica

La frecuencia angular del oscilador amortiguado, dada por:

Admk — c?

Wy =
4m?

Ejemplo 14. Se tiene una masa de 0,5kg suspendida en un resorte con constante k =
10N/m y coeficiente de amortiguamiento o = 2N/(m/s). St liberamos la masa desde una
posicion inicial de 0.3 metros con velocidad inicial de 0 m/s, encuentra la ecuacion de

movimiento y la posicion de la masa en el tiempo t = 2 sequndos.

La ecuacién de movimiento para el caso subamortiguado es:
mx + ax + kr =0

Donde m = 0,5kg, « =2N/(m/s) y k = 10N/m.
Las condiciones iniciales son las siguientes: z(0) = 0,3m y #(0) = 0m/s.

La solucion general para este caso es:

z(t) = e"2mt [ ¢y cos \/E—Q—Qt + ¢o8in E—O[—2t
m  4m? m  4m?

Aplicando las condiciones iniciales, se obtiene los valores de las constantes ¢; y co:
C1 = 0,3

Coy = —icl = —0,15
2m

Entonces, la ecuacién de movimiento para este caso es:

x(t) = 0,3¢~" (cos(3t) — 0,5sin(3t))
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Para t = 2 segundos, es posible calcular la posicién de la masa de la siguiente forma:
7(2) = 0,3¢"2 (cos(6) — 0,5sin(6)) ~ —0,032m

En este punto cabe recalcar la diferencia entre el movimiento de un sistema oscilatorio

no amortiguado y subamortiguado. Para ello se presenta la siguiente figura 2.3:

Figura 2.3: Oscilacién no amortiguada y subamortiguada

x4  noamortiguado

; subamortiguado
-

Dennis Zill y Warren Wright, 2013

En la figura se observa como la presencia fuerzas disipativas influye enormemente en
el camino que van tomando ambos movimientos. Claramente se observa como inician a la
par pero con el pasar del tiempo cambian radicalmente.

Como ya se hablé el termino sub-amortiguamiento es un caso particular de los siste-
mas oscilatorios donde el sistema va disminuyendo su amplitud en funcién del tiempo,
siendo una de sus caracteristicas principales. Es sumamente importante comprender ca-
da una de esas caracteristicas y factores inmersos. Con ello se puede predecir de mejor
manera el comportamiento de estos y otros sistemas oscilatorios. En cuanto a la importan-
cia de esta caracteristica en las distintas aplicaciones se tiene que segin Johnson (2018),
.l sub-amortiguamiento en los sistemas de monitoreo médico puede resultar en respues-
tas inexactas y potencialmente peligrosas, lo que subraya la importancia de garantizar un
amortiguamiento adecuado para mantener la precision y la seguridad en la monitorizacion
de los pacientes” (p. 125).

El amortiguamiento en general es una caracteristica crucial a tener en cuenta y no una
caracteristica que se pueda pasar por alto, méas aun al analizar la estabilidad del sistema.
En especifico el sub-amortiguamiento se da cuando el coeficiente es menor al valor critico.

Esto puede ser critico y problematico en entornos como la medicina, donde la precisién y
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la seguridad debem ser prioridd en todo momento.

Aplicaciones en ciencia y tecnologia

Sistema masa resorte oscilante en un fluido viscoso

Como se aprecia, en la figura 2.4 se tiene un Sistema masa resorte con masa m sumergido
en un fluidos viscoso n. Y en la parte derecha se observa las oscilaciones que experimenta
la masa a través del tiempo. A simple vista se observa que hay un cambio en la onda con
el pasar de tiempo. De igual forma se tiene que el eje “x” (horizontal) representa el tiempo
medido en segundos y en el eje “y” (vertical) es el desplazamiento de la masa medido en
metros. Entre otras variables se aprecia que el rango de desplazamiento sélo va desde — A,
hasta A,, con lo que se tiene varios maximos y minimos, y por supuesto T que representa

el periodo de las oscilaciones.

Figura 2.4: Sistema oscilatorio de un fluido viscoso

Oscilaciones amortiguadas
f<C
/ +A,
/ E /\ /\ N A A A A
o | - [VUVVEEEE
m Ao

1T 2T 3T 4T 5T 6T 7T

Tiempo (s)

Fuente: Rice university, 2021

Por cada fraccién de tiempo se reduce la amplitud, siendo una relaciéon inversamente
proporcional. Asi pues se cumple una de las caracteristicas del Sistema oscilatorio subamor-
tiguado, donde la amplitud de cada parte de onda va disminuyendo. Esta disminucion se
da hasta tener una onda completamente plana paralela al eje del tiempo. Con lo cual se
infiere que en cada ciclo la amplitud de las oscilaciones va reduciéndose debido a la presen-
cia del coeficiente de amortiguamiento. En lo referente al periodo y la frecuencia, estos se
mantienen constantes pero si bien es cierto la energia interna del sistema se va disipando.
Esto en términos de Fisica se da por la fuerza de amortiguamiento, siendo no conservativa.
Esta energia al disiparse hace que el sistema pierda velocidad, en consecuencia la velocidad

es menor y el movimiento también. Esta energia generalmente se refiere a energia térmica.
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Amortiguadores de vibracién

Una vez que se ha comprendido de manera asertiva el Sistema oscilatorio subamortigua-
do es posible comprender una de sus aplicaciones mas populares, los famosos amortigua-
dores de vibracion. Segun el articulo ” Vibration Damping: Technologies and Solutions”de
la Society of Automotive Engineers (SAE) International, se menciona lo siguiente: ”Los
amortiguadores de vibracién son dispositivos disenados para reducir la amplitud de las
vibraciones en una variedad de aplicaciones, desde sistemas mecanicos hasta estructuras
civiles. Estos dispositivos utilizan principios del sistema oscilatorio subamortiguado para
disipar la energia vibratoria.” (SAE International, 2018). Un ejemplo visual del amortigua-
dor de un vehiculo se observa en la figura 2.5.

Siendo que aqui se intenta disminuir la amplitud de las ondas y por consiguiente lograr
que no se sientan con tanta intensidad las vibraciones no deseadas. Sea por algun bache
o irregularidades en la via, principalmente se desea que la amplitud vaya disminuyendo

gradualmente en el tiempo
z(t) < A

Figura 2.5: Amortiguador de vehiculo

Fuente: Universidad de Cérdoba, 2018
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Estos dispositivos funcionan introduciendo una fuerza de amortiguacién opuesta al
movimiento del vehiculo donde esta fuerza esta relacionada con la velocidad de movimiento.
Es posible expresarla mediante la siguiente ecuacion:

dx

Famorti uaciéon — —C—,
& dt

Cabe decir que el dispositivo de la Figura 2.5, forma parte de sistemas mas grandes
con el fin de reducir las vibraciones no deseadas, siendo uno de los componentes clave.
Ciertamente lo que realizan es ayudar a disipar de mejor manera la energia generada por
vibraciones, consiguiendo asi que la energia no ingrese y tampoco se transmita a otros
componentes. Con ello se consigue minimizar, en su mayoria, los efectos perjudiciales y asi

mantener las estructuras por un tiempo mas prolongado.

Sistemas de suspensién de un vehiculo

Al momento de viajar en un vehiculo de traccién a motor como un auto o una moto-
cicleta, es evidente que el estado de las carreteras no siempre es perfecto. Baches y otros
tipos de irregularidades en la via generar vibraciones y sacudidas incomodas para los ocu-
pantes del vehiculo. He aqui la importancia de los sistemas de suspension, de acuerdo a
la investigacion realizada por el ingeniero Gavilanez, “El sistema de suspensién desde su
definicion mas simple es el encargado de mantener las ruedas del vehiculo en contacto con
el suelo, absorbiendo las vibraciones y movimientos provocados durante el desplazamiento
del vehiculo, para que estos golpes no sean transmitidos al bastidor o chasis a manera de
golpe seco.” (Gavilanez, 2016) Como se observa estos sistemas tienen una importancia cru-
cial. Las constantes sacudidas no solo afectan a la comodidad, sino también la estabilidad
y el control del vehiculo. En este preciso punto entra en juego la aplicacién del sistema
oscilatorio subamortiguado en el diseno de amortiguadores de suspensién automotriz. Es-
tos componentes ayudan a garantizar un viaje confortable y controlado, minimizando los
efectos de las vibraciones no deseadas para el propio mantenimiento del vehiculo.

Cuando el vehiculo se encuentra con alguna irregularidad en la carretera, los amortigua-
dores subamortiguados brindan una respuesta automatica con lo que la energia generada
por el movimiento se disipa gradualmente. Reduciendo con ello la amplitud de las ondas
generadas y de esta forma consecutivamente evitando oscilaciones excesivas que puedan
danar el vehiculo a motor. Los amortiguadores permiten un cierto grado de oscilaciéon en

respuesta al impacto, esto gracias a su diseno tecnolégico basado en los conocimientos del
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movimiento amortiguado. Esta accién de disipar la energia proporcionado por los amorti-
guadores subamortiguados mejora significativamente la experiencia al conducir. Ademsés,
los amortiguadores subamortiguados contribuyen a la estabilidad del vehiculo al controlar
el rebote excesivo. Cuando el vehiculo pasa por un bache, por ejemplo, es natural que el
sistema de suspensién oscile hacia arriba y hacia abajo. Sin embargo, los amortiguadores

subamortiguados evitan que estas oscilaciones se prolonguen y causen danos mayores.

2.2.3. Sistema Oscilatorio con Vibraciones Forzadas

Un caso digno de un andlisis extenso y de mencionarse en la presente investigacion es
el movimiento oscilatorio con vibraciones forzadas. Este movimiento en particular es una
variante del oscilador armoénico simple, en el cual entra en juego la influencia de una fuerza

externa periddica. Ademas de caracterizarse por tener amplitud constante y ser de tipo
F(t) = Fycos(wt).

Definicién 17. Es aquel movimiento en el cual un objeto o sistema experimenta oscilacio-
nes alrededor de una posicion de equilibrio debido a una fuerza externa aplicada periddica-

mente. Esta fuerza externa introduce una frecuencia especifica en el sistema.

Esta frecuencia puede provocar que las oscilaciones se amplifiquen o se modifiquen en
relacion con la frecuencia natural del sistema. La relevancia de este sistema radica en su
capacidad para describir una gran gama de fenémenos. Estos puede ir desde oscilaciones
en puentes debido a la fuerza del viento hasta la resonancia en instrumentos musicales que
produzca perturbaciones indeseadas en los instrumentos.

El sistema en cuestion puede ser modelado por una EDO cuando se ve afectado por
una fuerza externa periddica. Asi mismo como en los casos anteriores se realiza su corres-
pondiente deduccion:

d? dx

md—tf + e + kx = Fycos(wt)
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Donde:

x : posicion del objeto en el tiempo t

k : constante del resorte

¢ : coeficiente de amortiguamiento
Fy - amplitud de la fuerza externa

w : frecuencia angular de la fuerza externa

En este sistema, la fuerza externa periddica Fi afecta al objeto y ciertamente puede
generar respuestas oscilatorias que interactiian con la frecuencia angular w. Algo a tener
en cuenta es que si la frecuencia angular de la fuerza externa coincide con la frecuencia
natural del sistema (w = wy), puede ocurrir una amplificacién de las oscilaciones conocida
como resonancia.

En el caso del movimiento oscilatorio con vibraciones forzadas, consideramos un sistema
en el cual un objeto o sistema estd sujeto a una fuerza externa periédica F'(t) = Fy cos(wt).

Como ya se menciond anteriormente para este tipo de deducciones son necesarias algu-

nas leyes y ecuaciones como:

F=ma : 2da Ley de Newton
Fa4: = —kx  : Fuerza elastica del resorte
Fonort = —cv @ Fuerza de amortiguamiento

De la suma de estas fuerzas se obtiene la fuerza neta que actia sobre el objeto:

Fnet - Felést + Famort + Fext = —kxr —cv + FO COS(UJt)

Sustituyendo esto en la 2da Ley de Newton:

—kx — cv + Fy cos(wt) = ma
Dividiendo por la masa m del objeto:

k Cc FO
——z — —v+ —cos(wt) =a
m m m
dx .

Usando la relaciéon v = e
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k c dx N F, () d’z
——r— —— + —cos(wt) = —
dt?

m mdt m
Dado que % = w2, donde wy es la frecuencia angular natural, la ecuacién se simplifica
2
9 cdr Fy d°x
—wyr — ——- + —cos(wt) = ——
0 ( ) dt2

mdt m
Y finalmente, multiplicando ambos lados por m, se obtiene la EDO deseada:

Mm—— + c— + wiz = Fy cos(wt)

Esta ecuacion describe como un sistema oscilatorio responde a una fuerza externa pe-

riédica y cémo esta fuerza afecta las oscilaciones del objeto de masa m.
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2.3. Ecuaciéon de onda

En el fascinante campo de fisica y el vasto campo de las matematicas hay una ecuaciéon
que ha captado la atencién de los cientificos e investigadores por siglos. En esta seccion
se explorara el significado y algunas las aplicaciones de la ecuacion de onda. Teniendo en
cuanta su definicion y la correspondiente deduccién matematica de esta EDP. Ademas, se
presentaran ejemplos para un correcto entendimiento de las bases tedricas relacionadas a
este tema. Asi mismo su interaccion en distintos medios como el agua y el aire.

Esta ecuacién diferencial es una EDP y es conocida como ecuacion de onda o ecua-
cién de adveccion. A lo largo del tiempo ha demostrado ser una herramienta invaluable
para modelar una amplia gama de fenémenos ondulatorios con notables resultados, con-
virtiéndola en un pilar en el estudio de la propagacién y comportamiento de ondas. De
acuerdo a LeVeque se tiene que, “Es una de las ecuaciones mas importantes en la fisica
y se utiliza para modelar una amplia variedad de fenémenos, como las ondas sonoras y
las ondas electromagnéticas.” (LeVeque, 2007) Con su gran elegancia ha logrado describir
fenémenos que se creia no tenia explicacién. Desde el hermoso trinar de las aves por la
manana hasta el hermoso sonido al rasgar un instrumento acustico, todas ellas se logran
describir mediante esta grandiosa ecuacién. Esta ecuacion se considera una de las usadas
para la exploracién de cientos de misterios sobre el comportamiento ondulatorio de varias
cosas.

Se considera correcto empezar con una de las definiciones mas importantes en este

tema, la onda, para ello se ha recurrido al catedratico Pedro de Valdivia quien menciona:

Definicién 18. La onda es una perturbacion que viaja a través del espacio o en un medio

eldstico, transportando energia sin que haya desplazamiento de masa.
Cada una de las partes que la componen se enuncian en la siguiente figura 2.6:

Figura 2.6: Partes de la onda
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valle
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Otro termino que ayuda a entender la onda es la de amplitud. Siendo este uno de
los conceptos primordiales en el estudio de fenémenos ondulatorios. Representa una ca-
racteristica esencial que principalmente permite entender la variacién de la oscilacion a

medida que se propaga en el tiempo o en el espacio. Esta se define como:

Definicién 19. Aquella distancia desde el punto mas alto de la perturbacion en el medio
hasta el punto de equilibrio. Esto durante un ciclo completo de oscilacion. Se representa

por la letra A.

2.3.1. Deduccion de la Ecuacion de Onda

Asi mismo se debe considerar esta deduccién para una onda que se propaga a lo largo
de una cuerda, siendo el caso mas basico e ilustrativo.

Recordando un poco como ya se menciond se tiene en primer lugar la 2da Ley de
Newton:

F=m-a

De igual forma se tiene que ver la relacion entre fuerza y cambio de movimiento lineal.
Siendo el cambio de movimiento lineal un termino que explica la manera de como la
velocidad de un objeto puede variar debido a la aplicacién de una fuerza a lo largo del
tiempo.

p=m-v

Una fuerza neta aplicada sobre un objeto de masa m también puede relacionar con la

variacién de su momento lineal (p = m - v) en funcién del tiempo (¢):

dp
F=-=
dt

Otra relacién se da en la relaciéon entre cambio de momento lineal y la velocidad.
El cambio de momento lineal a lo largo del tiempo también puede relacionarse con su

aceleracién (a):

dp _d(mo) _ v

dt — dt dt
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La velocidad (v) de un objeto a lo largo del tiempo se representa mediante la derivada:

dx

YT

Asi mismo se tiene que la segunda derivada de la posicion con respecto al tiempo es:

dv  d*x
Q= — = —
dt  dt?
Realizando la correspondiente sustitucién de la relacién entre la aceleracion (a) y la
segunda derivada de (z) en la 2da ley de Newton, se tiene:
d*x

Fem. .22
e

Ya casi finalizando se debe hablar sobre la relacién con la constante de proporcionalidad
¢? (velocidad). En muchas situaciones fisicas, se tiene una constante de proporcionalidad,
para este caso ¢ que depende de las propiedades del medio en el que se de el movimiento.
Esto finalmente lleva a encontrar la ecuacién de onda:

d*z ) d*z

F:m.ﬁ:—c-m.ﬁ

simplificando la masa del objeto m en ambos lados lados de la ecuacion se tiene:

dz  , d*z

a2~ da?

2.3.2. Solucion de la EDP de la ecuacién de onda

Para resolver esta EDO se usard un método ya usado anteriormente. La técnica de
Suposicién de separacién o separacion de variables y asi lograr resolver esta EDP de una
manera apropiada.

u 0%
o2~ a2
Se realiza la suposiciéon de que la funcién u(z,t) puede ser igual al producto de dos

funciones, una funcién que solo depende de = y otra solo de ¢:

u(z,t) = X(x) - T(t).
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Sustituyendo en la EDP original se tiene que:

0 , 0
E(X(I) ‘T(t) =c W(X(x) -T(1)).
x(@)- LI _ gy X0

Ahora se procede a dividir toda la ecuacion entre X (x) - T'(¢):

1T, 1 *X()
T ot X(z)  0x2

Partiendo del hecho que el primer miembro solo depende de t y el segundo miembro
solo depende de x. Dado que es una igualdad ambos lados son iguales y se pueden igualar
a una misma constante. Se llama a esta constante —\2. Esta constante debe ser negativa

para no obtener soluciones triviales.

1T e
Tt ot
o 1 X (x) 2
¢ X(z) ox2 A

a continuacién se resuelve la EDO resultante tanto para 7'(t) como para X (z).

Para la primera parte se tiene la ecuacién diferencial ordinaria para T'(¢):

0T (1)

1 2
Tt) ot -
oT)
5 = ~NT()

Para esta resolucion se tiene en cuenta que se trata de una EDO de segundo grado con
coeficientes constantes. Entonces proponiendo una solucién en forma de funcién T'(t) = e™*

donde m es una es una constante a determinar, se tiene:

d2 eme
dx?

_ _)\2€m:r:

reescribiendo la segunda derivada se tiene:
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y se procede a resolver esta ecuacion basica:

m2emm — _)\2emw
m? = —\?
m = £i\

Como se observa se tiene dos posibles soluciones que son complejas conjugadas, donde:

a=0
5=\

Por tanto la solucion general es:

T(t) = C1e®® cos(Bx) + Cre™ sen(fx)

remplazando los valores se tiene:
T(t) = Cy cos(Az) + Cysen(Ax)
donde C} y Cs son constantes de integracion.

Para la segunda parte se tiene la ecuacion diferencial ordinaria, en este caso para X (z):

» 1 X (x) 2
¢ X(x) or? Ade
.82X(x)

9z X (z) - —Ndw

Para esta resolucién se tiene en cuenta que se trata de una EDO de segundo grado con
coeficientes constantes. Entonces proponiendo una solucién en forma de funcion X (x) =

e™ donde m es una es una constante a determinar, se tiene:

2™ 1
dz?2 2

reescribiendo la segunda derivada se tiene:
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y se procede a resolver esta ecuacion basica:

1
m2€mr — __/\2€m3:
c2
1
2 2
1
C

Por tanto la solucion general es:

X(z) = C5e™® cos(Bx) + Cre™ sen(fx)

remplazando los valores se tiene:
1 1
X(z) = Cscos [ 5 Az | + Cysen | S Ax
c c
donde C5 y C4 son constantes de integracién.
Para finalizar se debe recordar el hecho de que la funcién u es igual a u(x, t) = X (z)-T(t)

o también u(z,t) = T'(t) - X (z). Por tanto la solucién a la EDP es igual la combinacién de

la soluciones a X (x) y T'(¢):

(i, £) = (Cy cos(Az) + C sen(Az)) - {03 cos <C—12>\:c) 4+ Cysen (ém)}

donde C1, Cy, C3 y Cy son constantes de integracion.

Por otra parte se presenta la ecuaciéon para una onda estacionaria donde se representa

la amplitud de una onda en funcién de la posicién x en el espacio:

y(x) = Acos <277Tx)
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o) = s ()

Aqui en cambio se tiene la ecuacion donde se representa la amplitud de una onda en

funcién del tiempo t:

y(0,t) = Asin(wt + ¢)

Al observar la solucion general obtenida de la EDP, se puede identificar como se rela-
ciona con las ondas estacionarias que se ha mencionado previamente. Es importante notar
que tanto X (x) como T(t) son funciones sinusoidales, y su combinacién forma una onda
estacionaria en el espacio y el tiempo. La parte X (z) de la solucién involucra términos
trigonométricos (seno y coseno) que representan la amplitud de la onda en funcién de la
posicién en el espacio. Estos términos cos(Ax) y sin(Ax) describen cémo varfa la amplitud
a medida que la onda se mueve a lo largo de la coordenada espacial x. Esto por su parte se
logra asemejar a la forma de una onda estacionaria, donde los puntos de amplitud maxima

y minima permanecen fijos a lo largo del espacio. Y asi sucede también con la parte de
T(t)

Otra notacién para expresarla es:
2
Ut = C Ugy

Por otro lado en la ecuacion de onda donde se representa la amplitud de una onda
como se observa es una ecuacion diferencial de segundo orden que depende de dos varia-
bles. Ademas es lineal, lo que significa que la perturbacién entra en la ecuaciéon de manera

directa y proporcional.

En cuanto a las condiciones que rodean esta ecuacién diferencial se tienen las condicio-

nes iniciales y de frontera:
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u(z,0) = f(z) (Condicién inicial)
U(O, t) 91
U<L7 t) = 02

t) (Condicién de frontera izquierda)

(
(

t) (Condicién de frontera derecha)

Ejemplo 15. Se tiene una onda estacionaria (Véase en la figura 2.7) con una amplitud de

3 unidades, misma que tiene una longitud de onda de 4 unidades, descrita por la siguiente

y(z) = 3 cos (%%)

ecuacion:

Figura 2.7: Onda estacionaria

Zs 4 o P /1 0 1 2 3 4 %\

Fuente: Elaboracion propia, 2023

Ejemplo 16. Se tiene el siguiente ejemplo donde se observa variacion en muchas de las
variables. La ecuacion de onda para este ejemplo es la de una onda que se propaga en el

espacio y el tiempo hacia la izquierda:

y(z,1) = Asin {QW (% 4 ;)}
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y(x,t) = Asin <wt + %Tx>

Con los datos del problema se tendria:

y(z,t) = 5sin [2# (f—o + %)}

Y la onda propagada, con los datos de este ejercicio quedaria como se muestra en la figura

2.8:
Figura 2.8: Onda propagandose

LAAARA
IRIRTRTRTATAY

=10m
A=5m A=4m T=10s < > ra

® ® ® ® N
Fuente: Elaboracion propia, 2023

Por otro lado, hay que destacar que existen condiciones necesarias para poder resolver
una EDP planteada.

Entre las condiciones de borde-frontera para la EDP de la onda, se tiene las condiciones
de frontera de tipo Dirichlet. Estas establecen principalmente valores especificos para la
solucién de la onda en los limites del dominio espacial, es decir, en . Matematicamente se
tiene que:

u(z,t) = g(a,t)

Donde la solucién de la ecuacién de onda se denota por u(x,t), esto en en el punto (z,t).
La funcién g(z,t) denota a una funcién dada que define los valores en la frontera. Estas
condiciones implican principalmente implican que la onda esté fijada en los bordes segiin

los valores proporcionados por la funcién g(z,t).
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Por otra parte, si se tiene las condiciones de frontera de tipo Neumann. Estas estable-
cen restricciones sobre las derivadas parciales de la solucion. Esto claro en los limites del

dominio espacial. Matematicamente, se tiene que:

ou

a—n(x,t) = h(x,t)

Donde a la derivada parcial de la solucién de la onda se la denota por: g—Z(:U, t) Esto con
respecto a la normal en el punto (x,t) y h(z,t) es una funcién que define las condiciones
de frontera en términos de derivadas. En el caso particular para la EDP de la onda, estas
condiciones indican que el flujo de la onda esta sujeto a las restricciones definidas por la
funcién h(z,t).

En conjunto, todas estas condiciones son fundamentales para lograr encontrar la solu-

cién numérica de la EDP planteada, con una soluciéon unica bien definida.

A manera de ejemplificar con las condiciones basicas y cominmente conocidas se tiene
que, un caso particular en el instante t = 0. Aqui se especifica claramente que se desea
analizar el estado inicial de la onda. Entonces se tiene las siguientes condiciones:

Condiciones de borde tipo Dirichlet:
u(0,t) =0 u(0,t)=0:

Esto implica principalmente que el extremo izquierdo del dominio esta fijado en 0 en todas
las instancias de tiempo.
u(L,t) =0 u(L,t)=0:

Esto implica seguidamente que el extremo derecho del dominio también esta fijado en un
valor 0 para cualquier instante de tiempo t.

La condicién inicial que para este caso es:

u(z,0) = f(z) u(x,0)=f(x):

Esto indica la forma de la onda en un inicio, de igual forma en el dominio espacial en t = 0.
La funcién f(x) describe la forma de la onda en este primer momento.

Estas condiciones son ejemplos comunes y al combinarse forman un conjunto completo
de condiciones iniciales y de frontera. Por ejemplo, junto con una ecuacién de onda general,

se tiene un problema completo como este:
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Ecuacion de onda:
Pu 0%
—_—— = —
ot? ox?

Condiciones:
u(0,t) =0 wu(0,t) =0

w(L,t) =0 wu(L,t)=0
u(z,0) = f(z) ulz,0) = f(z)

S 0) = gla) Gt 0) = gl

En este caso si se tiene una onda producida por una cuerda. Las condiciones de borde
tipo Dirichlet y Newmann aseguran que los extremos de la cuerda representada por el
dominio z de 0 a L estan fijados en cero. La condicién inicial u(x,0) = f(x) definida en el
momento inicial. Y 2%(z,0) = g(z) define cémo se estd moviendo inicialmente la cuerda.
Estas condiciones en conjunto con la ecuacion de onda forman un problema bien definido
que puede resolverse para encontrar la solucién u(x,t).

finalmente cabe recalcar que estas condiciones definitivamente varian de acuerdo al

problema que se plantee.

Uso de la ecuacion en distintos medios

En este punto cabe destacar esta herramienta matematica y a la vez fisica se puede
encontrar en diferentes formulaciones. Asi lo menciona el reconocido sitio web de Fisica
Ingenierizando, “La ecuacion de una onda unidimensional permite calcular la elongacion de
la onda en una posicién determinada y un instante de tiempo concreto.” (Ingenierizando,
2023) Aqui se resalta la utilizacién de esta ecuacién, donde se muestra que con ella se
es posible describir y mas importante predecir el comportamiento de una onda en una
dimension. A su vez se logra llegar a modelar variados fenémenos ondulatorios que se
propagan uni-dimensionalmente. Retomando el hilo anterior se tiene que las diferentes
formulaciones son posibles de adaptar a otros contextos como el ya mencionado, ademas

de otros como:

= En su forma unidimensional, describe la propagacion de la onda a lo largo de una
dimensién espacial, asi como ya se mencion6 anteriormente. Un ejemplo claro es la
propagaciéon en una cuerda. La ecuacion en esta forma se puede expresar como:

Pu _ 20%u
o — © a2
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= En su forma bidimensional, es aplicada en fenémenos ondulatorios en el plano coor-
denado, como por ejemplo la propagacion de una onda sonora en una superficie o la
propagacién de una onda en un lago. La ecuacion en esta forma se puede expresar
como:
Pu _ 2(82_u 82u)
o
= En su forma tridimensional, ya es utilizada para la simulacion y modelacién de los
mismos fenémenos ondulatorios mencionados, tales como las ondas actsticas o las

ondas electromagnéticas. La ecuacion en esta forma se puede expresar como:

En el presente trabajo se trabajard con su forma unidimensional, aunque como se ya
se menciond es importante hacer hincapié en las distintas formas y contextos donde se la
puede encontrar; todo esto logra una correcta comprensién de la amplia gama de casos
donde puede ser utilizada. Con lo que respecta a los medios donde la ecuacién de onda es
mas utilizada se encuentran los siguientes:

Aire: Este es el medio donde maés aplicaciones se tiene, se analiza continuamente la
propagaciéon de las distintas ondas sonoras y demés tipos de ondas que se propagan por
el aire. Analizando la forma de la onda y la manera como esta se propaga por el medio
es posible cambiar el tipo de sonido y con ello editar grabaciones de musica. Es mas, con
este conocimiento se puede lograr ajustar la intensidad y también el volumen de distintos
instrumentos musicales; asi mismo observando la forma de la onda se es posible observar
anomalias durante un concierto como voltimenes excesivamente altos o falta de claridad de
sonido y asi poder solucionarlos a tiempo. Es tanta su aplicabilidad que se han desarro-
llado ciertas carreras que analizan cada uno de los aspectos de la onda en el aire como la

Ingenieria del sonido.

En este punto es importante mencionar otras aplicaciones que en ocasiones pasan des-
apercibidas como la mencionada por Matan, “La ecuacion de onda actstica se puede utilizar
para modelar la propagacion del sonido en una habitacién y predecir como se comportara
el sonido en diferentes puntos de la habitacién” (Matan, 2023) Esto es muy 1til tanto asi
que cada dia se desarrollan més tecnologias para conseguir un mejor aislamiento acustico

en los estudios de grabacién y como no, en las habitaciones de los hogares. Ademas del
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aislamiento, también ya se habla de mejorar sustancialmente la calidad de sonido de una
habitacién para conseguir un mejor ambiente.

Sin dejar a un lado el ya conocido aspecto de comunicaciones digitales, donde cada vez
mas personas nos comunicamos a través de ondas con dispositivos tan cotidianos como el
smartphone.

Agua: Este es un campo que actualmente se estd investigando mucho, teniendo con una
aplicacion relevante la terapia de sonido subacuatica. Esta técnica terapéutica usa sonidos
de baja o alta frecuencia segin corresponda y con ella se intenta curar un sinnimero
de enfermedades que atacan a la salud mental del paciente. Segtin un articulo en el sitio
web Sonido Terapéutico, se menciona que, “La terapia de sonido subacuatica se utiliza para
tratar el dolor crénico, la ansiedad y el estrés”. (Canal, 2023) El efecto calmante y relajante
sobre el cuerpo que produce esta terapia es fascinantemente eficiente, ya que con el efecto
mencionado se ayuda a reducir los niveles de dolor que siente el paciente. Asi mismo los
niveles de ansiedad recaen en una medida significativa por el efecto tranquilizador que se
da en el mismo sistema nervioso brindando al paciente una paz mental y emocional. De
manera similar pasa con el estrés, una afeccién catalogada como una enfermedad mental
que continuamente aqueja a miles de personas, mas ain en el mundo tan fugaz en el que
vive el ser humano actualmente.

También aqui se tiene el aspecto de comunicaciones submarinas, donde con la ayuda de
la Ecuacién de onda actstica es posible ver como se comunican otras especies, ciertamente
es un poco dificil de entender, pero se esta haciendo con muchas mas frecuencia de lo que
se piensa. Un ejemplo notable se da en el reino animal acuatico por ejemplo las ballenas,
donde éstas se comunican a través de ondas sonoras y asi establecen contacto con miembros
de su especie. Con el continuo analisis y estudio de este hecho se espera poder comunicarnos
a través del agua con igual facilidad.

Sélidos: Este campo ha sido investigado con mucho ahinco, ya que es un campo de
alto impacto e interés; la aplicacion de la ecuacion de onda en medios solidos ciertamente
ha permitido tener un avance significativo en la manipulacion de las ondas en materiales
solidos.

Un ejemplo claro es la ingenieria sismica, de acuerdo al articulo en el sitio web Sismote-
rra, “Las ondas sismicas son importantes para comprender el comportamiento de la tierra
y la rigidez de los materiales, una propiedad clave en cualquier proyecto de ingenieria.”
(Sismoterra, 2022) Como se observa el evaluar la respuesta sismica de alguna estructura

como un edificio es de vital importancia, ya que se desea predecir como se dara la inter-
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accion entre las ondas sismicas, cominmente generadas por terremotos, y la estructura
misma. Ademads de los andlisis ya conocidos como el de rigidez y resistencia de un cierto
tipo de material hacia estas perturbaciones. Con ello se consigue tener unas evaluaciones
que traten de ser lo mas acertadas a unos hecho probables, sin embargo esto también de-
pende de la intensidad con la que se den las catastrofes lo cual de igual forma también
puede ser analizado con la ayuda de los conocimientos en la propagacién de una onda a

través de un medio fisico o solido.
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2.4. Método de diferencias finitas

Es un sorprendente método que ha ayudado enormemente al desarrollo de las Ma-
tematicas. Con este método se ha hecho posible resolver cientos de problemas relaciones
a ecuaciones diferenciales que se pensaba imposible. Y consecuentemente con ello se ha
logrado avances en todo tipo de industrias. Este método estd basado en la idea principal
de aproximar las derivadas en una ecuacion diferencial con diferencias finitas, permitiendo
de esta manera tener un sistema de ecuaciones lineales mas facil de resolver.

El método de diferencias finitas se define como:

Definicién 20. Técnica numérica utilizada para aproximar soluciones de ecuaciones dife-
renciales mediante la discretizacion de las derivadas. En este método, se divide el dominio
de la ecuacion en una malla o rejilla discreta, y las derivadas en la ecuacion se aproximan

utilizando diferencias finitas entre los puntos de la malla.

Con la discretizacion mencionada se convierte a la ecuacion diferencial en un sistema de
ecuaciones. Estas se resuelven numéricamente para obtener una aproximacion de la solucién
original. El método de diferencias finitas se ha convertido en una herramienta invaluable
para el andlisis y la simulacién numérica de problemas en diversas areas. ( LeVeque, 2007)
Entre las aplicaciones matematicas, se encuentra la resolucién tanto de EDOs como de
EDPs, problemas de optimizaciéon y por su versatilidad tiene una complejidad media de
implementacion. Ademas de que se logra acortar el tiempo de cédlculo significativamente
en relacién a otros métodos numéricos tradicionales usados.

De acuerdo a las palabras de (Guzman, 2010) indica que este método:

Definicién 21. Consiste en definir una version discreta de la EDP, y ademds en calcular
una solucion a dicha aprorimacion sobre un dominio discreto contenido en el dominio de

la EDP en el continuo.

De acuerdo a Sandoval, “El método de Diferencias Finitas permite discretizar ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales definidas en un dominio finito.” (Sandoval, 2019)
Combinando los conocimientos que proporciona Sandoval y conocimientos anteriores, se
tiene que el método de diferencias finitas es una técnica altamente eficaz donde se logra
aproximar la solucién numérica de una EDP dividiendo el dominio en una malla de pun-
tos, esto es lo que se conoce como discretizacién y en su mayoria se hace con una distancia

constante, es decir, los puntos estan equi-espaciados.
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En primer lugar se inicia por discretizar el dominio obteniendo una malla de puntos,

figura 2.9.

Figura 2.9: Malla de puntos

Y (xo, yn~1) (Xm=+1, yll"l)

9 8- & 3 4 S 2 ]
[ 1 - > & - 2 - ' ]

¥isl (Xi, yj+1)
* ¢ * ¢ < < ? ]

Vi (xi. ¥j)

[ | F | & P 4 ) S -3

Vil (Xi. ¥i-1)
& ’ ] L 4 s & »

(%o, Yo ) X1 Xl-1 Xi A= (Xni=1,¥0) X

Ejemplo 17. A manera de ejemplificar un poco lo anteriormente dicho, se tiene la si-

guiente malla pequena, figura 2.10:
Figura 2.10: Malla pequena

T;j

Por ejemplo si se quiere calcular el valor del nodo central se

rodean y se divide para el nimero:

Tigr; + T+ T + 155
4

T =

suma los nodos que lo
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Siendo asi se obtiene una ecuacion para el punto central. Es decir que si se tiene n nodos

o puntos dentro de la malla, esto resultaria en n ecuaciones.

Por otra parte se tiene que esta malla de puntos contiene varios puntos (nodos) que
juegan un rol. Mientras més puntos se tenga en la malla, se tendréd un resultado mejor ya que
serd mas preciso. Aunque es cierto que con un mallado mas fino se generard un tiempo de
calculo mayor, lo que a su vez generarda un mayor costo computacional. Matematicamente
lo que sucede es que por cada nodo presente en la malla se genera una ecuacién lineal con
una incognita.

la funcién o funciones dentro de la Ecuacion diferencial quedan definidas en la malla.

Esto se muestra en la siguiente figura 2.11:

Figura 2.11: Dominio discretizado

Punto del
dominio
discreto

—T--

/
Fronteras Fronteras

Datos Datos

iniciales ‘“\‘ iniciales T

X X

Dominio espacial Dominio espacial

Fuente: Guzman, 2010

Hablando maés a profundidad de este proceso, se tiene la division del dominio (variable
independiente x) en un gran conjunto de puntos separados por un paso llamado h = A.
Este paso es de vital importancia ya que determina en gran medida la calidad de la solucion

numérica. Esto se realiza sobre un intervalo
z € [a,b]
y se desea descretizarlo en n puntos tal que:

a=To <11 <..<x,=0
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donde se define al paso mencionado como
hi = Xz'—i—l — X; = cte

Entonces se tiene los puntos de discretizaciéon x;, donde x; = a 4 7. Cada uno de estos
puntos se conoce como "nodos”.

Como segundo punto se discretiza el tiempo y el espacio para la funcién u(x,t) don-
de x es un vector. En este caso se considera como dominio a un espacio unidimensional
a <z < b o un espacio 2D bidimensional [a, < z < b, ,a, <y < b,] Y en cuanto al

tiempo se tiene que t > 0 se define en t) <t <t,.

El tamano de discretizacion o tamano del paso es constante y se define como:

__ bz—ag
AI = T,
_ by—ay
Ay - ny
At = b=er

nt
donde n es el nimero de pasos de la discretizacion.

Para la iteracion i 4+ 1 se tiene que:

Yiyr = ¥i + Ay = (i + 1)Ay

Una aproximacion general del operador diferencial usando las series de Fourier es: Su-
pongamos que tenemos una funcién periddica f(z) con un periodo T' y su serie de Fourier
es:

J(x) = ao+ 32,2, (an cos (45%) + by sin (7))

donde ag, a, v b, son los coeficientes de Fourier dados por:

1 (72

ag = — f(z)dx
"7 T

2 /T/2 <27rnx)
Gy = — f(x) cos dx
T J 7 (z) T
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2 (T2 2
b, = — (z) sin ( an) dx

Ahora, si queremos diferenciar la funcién f(z) con respecto a x, podemos diferenciar

término por término la serie de Fourier:

df (z) 2tn . [ 27mnx 2mn 2mnx
I —Z(—Tansm( - )+ T bncos( T ))

En esta férmula, la derivada de la funcién f(z) con respecto a x se expresa como una

2mn
T
Ahora bien, para la obtencién de las multiples diferencias finitas se tiene de primer

nueva serie de Fourier con los coeficientes — < a,, y %T”bn para cada término trigonométrico.

orden y segundo orden.

Diferencia finita de Primer orden

Desarrollando la féormula, con la ayuda de las series de Taylor, sin tener en cuenta el

error de truncamiento se tendria:

w(®i, tir) = (i, ti) + At ot 2! ot? 3! ot

Aqui solo se toma la primera derivada con error de truncamiento local de 2do orden.
La férmula para calcular una aproximacion a la funcién u en el punto x;,¢;1; usando el
Método de Euler o Euler hacia delante :

i tiv1) = u(ws, t;) + At
(i, tiy1) = u(zg, t;) + T

+ O(A#?)
Donde:

At : paso de tiempo entre ¢; y t; 11
ot

O(At?) : error de truncamiento local de 2do orden

: derivada parcial de la funcion u

La diferencia finita hacia delante se la obtiene derivando la formula anterior, por lo
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tanto se tiene: Consideramos la férmula original:

2
5+ O(Ar)

U(JZZ‘, tz‘+1) = ’LL(.I’Z', tz) + At

Ahora, derivamos ambos lados de la ecuacién con respecto a t:

ou(z;, t;) AL gau(x@, 1)

2
ot ot ot +O(Ar)

0

U xivti =
8t ( +1)

Bu(mZ t;)

Utilizando la regla del producto, la derivada parcial de At==:>- con respecto a t se

obtiene como:

a GU(.'L'Z,tZ) . a (x’” 1) a a (:CH Z)
6t(At o )‘1 A a T a

Por lo tanto, la derivada parcial con respecto a t de la ecuaciéon original, se obtiene

como resultado la diferencia finita hacia delante:

au(‘riutl) At Qau(x“ 7‘>

2
ot ot ot +O(Ar)

2u(:lci, t;) +

w(xi, tiy1) = ot

ot

Ecuaciones diferenciales de Segundo orden

Ahora bien es preciso mencionar que se trabaja con error de truncamiento local de 3er

orden. Se tiene las siguientes dos aproximaciones con el signo cambiado:

ou(z;, t;) N At? 9*u(x;, t;)

ot 7o OB

U({Ei, ti+1) = U(l’z‘, tz) + At

aU(xz;tz> + AtQ 82 (xu z)
ot 2 ot?

Realizando la operacion de sustraccién entre las dos ecuaciones anteriores se tiene la

'LL(iL'Z', ti+1) = U(l’i, tl) — At O(At2)

siguiente ecuacion:

w(my, tiv1) — w(wi, tipr) = YN B

+ O(A?)
De igual forma derivando parcialmente con respecto al tiempo ¢ se tiene como resultado

la diferencia finita centrada:

Qu(xi, i) ulwi, ti1) — u(w, tiya) 9
o 2At OB
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Ahora si se realiza la operacion de adicion entre las dos mimas ecuaciones se tendria

que:
aQU(IZ’, tz)
ot?

Y asi mismo si se deriva parcialmente con respecto al tiempo, ahora se obtiene la

(i, tivr) +u(zis tivr) = 2u(ag, tip) + At? + O(At?)

diferencia central:

82U(I‘i, tz) U(ZL’Z‘, ti—l) — QU(I‘Z, tz) + U,(J?i, ti—i—l) 2
o2 = AL2 + O(At )

Entre las multiples ventajas que ofrece este método se encuentra su principal carac-
teristica, la flexibilidad. Con este método se puede cambiar las condiciones iniciales y las
condiciones de contorno, sin tener problema alguno; ademas de poder ser mejorado con
facilidad solo haciendo variar el grosor de la malla. Haciendo hincapié aqui, es importante
mencionar que el tener un método que aproxime mejor la solucién numérica de una EDP
determinada tiene su costo, hablando en métodos numéricos se menciona hay un costo

computacional, mismo que para grandes calculos pueden llegar a ser significativo.

» Diferencia hacia adelante o progresiva: La diferencia directa de f(x) en x=a

viene dada por:

» Diferencia hacia atrds o regresiva La diferencia directa de f(x) en x=a viene

dada por:

_ f@=fla=h)
f (a) - n

» Diferencia central: La diferencia directa de f () en x=a viene dada por:

_ [flath)—f(a—h)

fla) = ===%——
Estas son las 3 diferencias finitas con las que se trabaja mas comtunmente. Los ope-
radores en este método son herramientas muy usadas; permiten aproximar las derivadas,
teniendo una direccién de interés. Por esta razon, se cree es de vital importancia enunciarlos

para una mejor comprension y su futura utilizacién.
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A continuacion, se presenta una tabla a manera de resumen de los operadores mas

comunes en el método de diferencias finitas:

Cuadro 2.1: Operadores de diferencias finitas en la direccion x

Operador Simbolo Representacion
Diferencia hacia adelante A Az j = Uig1j — Ui j
Diferencia hacia atras \Y Vaou; j = t;j — Ui,
Diferencia central 0 (537’&1',]' = ui+1/2,j - ui,l/z,j




Capitulo 3

MATERIALES Y METODOS

= Enfoque de la Investigacion: La presente investigacion se encuadra en un enfoque
cualitativo. En esta se realizé una revision y andlisis critico de la literatura existente
sobre las ecuaciones diferenciales parciales cldsicas. Asi mismo se proporcié explica-
ciones detalladas de los conceptos tedricos involucrados. Sin embargo, en el problema
de programacion propuesto, hace replantear un poco el enfoque, puesto que también

tien un enfoque cuantitativo al implementar en el problema propuesto.

= Alcance de la Investigacién: La presente investigacién se encuadra en un enfoque
cualitativo, ya que se realizara una revisién y analisis critico de la literatura existente
sobre las ecuaciones diferenciales parciales clasicas, y se proporcionaran explicaciones
detalladas de los conceptos tedricos involucrados. Sin embargo, en el problema de
programacion propuesto, se puede incluir un enfoque cuantitativo al implementar en

el problema propuesto.

= Andlisis de los datos: se realiz6 de igual forma, de una manera mixta. Por un lado
un analisis cualitativo a través de la revision critica de toda la informacién encontrada
en las respectivas fuentes documentales seleccionadas. Por otro lado, habra andlisis

cuantitativo de los resultados obtenidos a través de la implementacion del algoritmo.
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3.1. Diseno de investigacién

El diseno de la investigacion es no experimental debido a que las variables no seran

manipuladas.

3.2. Tipos de investigacion

Investigaciéon transversal

La presente investigacién es transversal debido a que se realizard en un solo periodo de

tiempo.

Investigacion documental

Ciertamente la investigacion se basara en la revisién y analisis de fuentes bibliograficas

y documentales existentes sobre las ecuaciones diferenciales descritas.

Investigacion exploratoria

Se aborda el tema desde diferentes perspectivas, explorando su motivacién historica, su

construccién matematica y sus aplicaciones.
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RESULTADOS

En este punto se presenta el desarrollo de un algoritmo computacional en Python para
el andlisis y la aproximacién numérica del sistema oscilatorio subamortiguado y la ecuacién
de onda utilizando el método de diferencias finitas.

Para esta implementacion se ha escogido realizarla con la ayuda del lenguaje de pro-
gramacion Python, siendo un lenguaje en auge actualmente con una gran flexibilidad y
disponibilidad de bibliotecas especializadas. De igual modo, se trabajara netamente en
Jupyter Notebook, siendo esta la plataforma o cuaderno de trabajo donde se desarrollara
y mostrara el resultado final. Argumentando un poco sobre las razones del porqué se lo
escogié se encuentra la manera interactiva como se puede escribir el cédigo y ejecutarlo
ahi mismo; lo que a su vez facilita el proceso de desarrollo del algoritmo. Con ello se busca

una mejor comprension en cada etapa del desarrollo de ambos codigos.

4.1. EDO del Sistema oscilatorio subamortiguado

La EDO referente a este sistema se obtiene concretamente al resolver una ecuacion
diferencial por un método numérico. Uno de ellos es el método de diferencias finitas; éste
consiste en una serie de puntos con cordenadas (x,y) que representan la funcién que se
hubiese encontrado de forma analitica.

En este c6digo se uso tres métodos numéricos, estos son Euler, Runge-Kutta de segundo
orden (RK2) y Runge-Kutta de segundo orden (RK4); teniendo siempre presente la solucién
analitica. El cédigo se puede observar en los anexos.

El uso de tres métodos numéricos mencionados junto con la soluciéon analitica en este

c6digo ayuda para la aproximacion de sistemas dindmicos, en particular los descritos por
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ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Argumentando un poco més sobre esto se tiene
que es una buena manera de observar una comparacién de precision. Cada método tiene
sus propios niveles de precision, y esto se puede evidenciar en el cédigo.

Cabe destacar este codigo en Python tiene como objetivo resolver y comparar soluciones
de una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de segundo orden que describen un sistema
oscilatorio subamortiguado.

Describiendo el cédigo a profundidad se nota como se comienza importando dos bi-
bliotecas para su ejecucién: numpy y matplotlib.pyplot. Seguidamente se define la funcién
dibujar, misma que se usara mas adelante para graficar las soluciones aproximadas. A con-
tinuacion se da los parametros fisicos correspondientes del sistema tal es como la masa m,
el coeficiente de amortiguamiento ¢, y la constante del resorte k; estos valores definen el
comportamiento del sistema mecanico.

Asi mismo se deine el niimero de pasos n y el tamano de paso h con el que se trabajard
necesario para discretizar el intervalo de tiempo en partes iguales; este paso ayuda a la
discretizacion temporal. Seguidaente se establecen las condiciones iniciales que influyen en
el sistema, z1 y z2. Se calcula la solucién analitica de la EDO y se realiza lo mismo con las
aproximaciones usando los 3 métodos ya mencionados.

Finalmente se usa la funcién DIBUJAR definida anteriormente para crear los graficos
que representen las soluciones obtenidas por los tres métodos numéricos conjuntamente
con la solucion analitica de referencia.

Ahora bien analizando la figura 4.1, se tiene que los graficos de las aproximaciones
numéricas de la solucién de la EDO de segundo orden para un sistema oscilatorio subamor-

tiguado, junto con la solucién analitica de referencia.
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Figura 4.1: Aproximacién a la EDO

1.00 +

0.75

0.50

0.25

0.00 T

Desplazamiento

—0.25 7

—0.50 ~

—0.75 - ,
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Tiempo

4.2. EDP para la Ecuacion de onda

Se presenta el codigo desarollado de igual forma con el lenguage Python que se im-
plementé con la ayuda del método de diferencias finitas para aproximar la EDP de la
propagacién de una onda a lo largo de una cuerda. Se explord la discretizacién espacial
y temporal, la implementacion del método y por supuesto la comparacion con la solucién
analitica (real).

Cabe recalcar que el presente cédigo se desarrollo para la EDP de la ecuacion de onda
en una dimension, usando el método ya mencionado. Las diferencias finitas son un enfoque
numérico comtinmente utilizado para resolver ecuaciones en derivadas parciales (EDP)
que involucran derivadas parciales con respecto al espacio y el tiempo. El cédigo de la
aproximacién se puede visualizar en los anexos a cabalidad, paso por paso.

Como se observa este cddigo esta enfocado en la aproximacién numérica de la EDO de

la ecuacion de onda unidimensional utilizando el método de diferencias finitas. El codigo
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internamente se divide en varias secciones que contribuyen para el correcto entendimiento
del mismo. Estas son:

Como primer punto se tiene la importaciéon de librerias, donde destacan NUMPY para
todos los calculos numéricos que se realice y MATPLOTLIB, un alibrerria muy popular
usada para la visualizacion de los datos.

Luego se definen los parametros que ciertamente son clave para el problema, algunos de
estos son la longitud de la cuerda, el tiempo total de la simulacién y el ntimero de puntos
en el espacio y etc. También asi se definen cada una de las las condiciones iniciales como las
velocidades iniciales y las amplitudes con las que inica la onda. A cotinuacion se procedid
a realizar la dscretizacion del espacio y del tiempo dividiéndolos en pasos iguales. Esto
permite crear una malla en la que sera posible la realizacion de los célculos. La discretizacién
adecuada es esencial para obtener resultados lo mas precisos que se pueda. Para ya ir
finalizando es importante mencionar la implementacion del método de Diferencias Finitas.
Mismo que se da en el bucle anidado y con el se consigue calcular la evolucion de la onda
a lo largo del tiempo. Se aplica el método de diferencias finitas para aproximar la segunda
derivada espacial en funcion del tiempo.

Como se conoce, aqui también se calculd la la solucién analitica de la ecuacién de onda
unidimensional para poder compararla con la solucién numérica que se obtenga a traves de
la aproximacion, logrando asi evauar la precision de la aproximacién realizada. Finalmente
la visualizacién de los resultados obtenidos, donde se crea una representacion visual. En
ella se muestra un grafico en una dimensién que representa la propagacion de la onda en
funcién del espacio y el tiempo. Lo que consecuentemente ayuda con un grafico de cémo
la onda se propaga a lo largo de la cuerda.

Ahora bien, en cuanto a la ejecucién del coédigo se obtiene una grafica donde se mira
lo ya mencionado. Cabe destacar la implementacién del método de diferencias finitas para
la ecuacion de onda unidimensional, se pueden realizar con multiples aproximaciones. Por

tanto en la figura 4.2 se presenta una aproximaciéon muy pobre:
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Figura 4.2: Aproximacién 1 a la EDP
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Una mejor aproximacién, con un ligero cambio en los pardmetros, misma que dista

mucho de las otras es la que se muestra en la figura 4.3. Esta se podria considerar una muy

buena aproximacién;
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Figura 4.3: Aproximacién 2 a la EDP
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En esta segunda aproximacién, se emplearon pasos relativamente pequenos, lo que
condujo a una simulacién precisa que se acercaba a la solucién analitica.

Por otro lado, si se aumenta drasticamente el intervalo de discretizacién como se hizo
realizo en la primera aproximacion. Se vié que la calidad de la aproximacion disminuyd
considerablemente, los resultados se volvieron mucho mas inexactos. Esto al final derivo
en una mayor discrepancia entre la solucion numérica y la real. Esta pequena comparacién
muestra como un ligero cambio en los parametros puede ayudar a aproximar de mejor o
peor manera la ecuacion diferencial. Asi también con esto se recalca la manera en que el
tamano de los pasos puede en la precisién de la aproximaciéon que se haga. Siendo esto
algo crucial para comprender la importancia de una discretizacién adecuada en cualquier

aproximacién numérica que se realice.
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DISCUSION

En el primer codigo referente al sistema oscilatorio se nota como las aproximaciones
obtenidas son muy cercanas a los resutados numéricos de la soluciéon analitica. Se aplicaron
tres métodos numéricos para aproximar la solucién de la ecuacién diferencial que describe
un sistema oscilatorio subamortiguado. Estos métodos incluyeron el método de Euler, el
método de Runge-Kutta de orden 2 y el método de Runge-Kutta de orden 4. Los resultados
mostraron que el método de Euler, siendo el més simple, proporcioné una aproximacion
menos precisa en comparacion con los métodos de orden superior.

El método de Runge-Kutta de orden 4 demostré una mayor precision y convergencia
hacia la solucién analitica conocida. Asi se logré mostrar como la eleccion del método afecta
la calidad de la aproximacion y por ende la inminente presencia de errores numéricos. Asi
mismo la solucién analitica actiia como una referencia confiable para validar los resultados
numéricos que se obtenga con estas 3 aproximaciones a la solucion. Dado que los métodos
numéricos producen soluciones muy aproximadas a la ya conocida, se logra fortalecer la
confianza en la precisién de los resultados numéricos y se confirma a la vez la validez del

modelo matematico utilizado.

1.00

0.75 4

0.50 +

0.25 4

0.00 1

Desplazamiento

—0.25 1

—0.50 ~

—0.75 +

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Tiempo



CAPITULO 4. RESULTADOS 30

Sin embargo, también es importante resaltar el uso del método de diferencias finitas,
siendo este fundamental en este contexto. El método de diferencias finitas es una técnica
numérica ampliamente empleada para resolver EDs al discretizar el dominio temporal en
pasos finitos. En el contexto de este cddigo, todos los métodos usados usan el método de

diferencias finitas.

Comparacién entre Solucién Analitica y Aproximacion (Diferencias Finitas Muy Mala) de la Ecuacién de Onda
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En el transcurso de esta investigacion, se ha emprendido un viaje hacia el corazén de la
matematica tedrica, con el afan de llegar a un correcto entendimiento de los conceptos. Todo
esto con un enfoque particular de conseguir una aproximacion numérica de dos ejemplos
importantes que se plantearon: el sistema oscilatorio subamortiguado y la ecuacion de
onda unidimensional. Este viaje ha involucrado una profunda exploracion de las ecuaciones
diferenciales, la aplicacién del método de diferencias finitas y con ello conseguir una correcta
implementacién de ambos algoritmos y lograr capturar la esencia de estos fenémenos fisicos.

Un anélisis comparativo entre los resultados obtenidos para los dos métodos, se logro
identificar similitudes en términos de convergencia y precision. Tales como la importancia
de una discretizacion adecuada y sobre todo la manera céomo la eleccién incorrecta del ta-
mano de paso puede afectar de manera sumamente negativa a la calidad de la aproximacion,
asi como se observé en el segundo método. Por tanto los resultados de esta investigacion
subrayan la relevancia y la utilidad de los métodos numeéricos en la simulacion y el andlisis
de sistemas oscilatorios y fenémenos ondulatorios. Ademas, destacan la necesidad de una

cuidadosa seleccion de parametros de discretizacion para garantizar resultados precisos. La
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eleccion del método numérico también influye en la calidad de la aproximacion.
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CONCLUSION

En conclusion, la investigacion realizada proporciona una comparacion entre los tres
métodos numéricos; Euler, Runge-Kutta de orden 2 y Runge-Kutta de orden 4. Cada méto-
do ayuda a aproximar la solucién de la EDO que describe el sistema oscilatorio subamorti-
guado y asi mismo la EDP para la ecuacién de onda. Se obtuvo que, a pesar de su simplici-
dad, el método de Euler ofrece la menor precision. Por otra parte el método Runge-Kutta
de orden 4 demuestra una mayor precision y convergencia al realizar la aproximacion. Esta

comparacion resalta la importancia de elegir métodos numéricos apropiados para cada caso.

La presencia de la solucién analitica en los resultados fortalece de cierta manera la
confianza en la precision de los métodos numéricos que se uso en este trabajo. La compa-
racion especifica que se realizo entre las soluciones numéricas y la analitica no solo valida
la implementacion de los algoritmos en Python, respectivamente. Sino que también confir-
ma la idoneidad de las ED respectivamente, para describir el comportamiento del sistema
oscilatorio subamortiguado y la ecuaciéon de la propagacion de una onda. Este enfoque
refuerza ciertamente la importancia de su utilizacion como punto de referencia confiable

en la evaluacion de métodos numéricos.

Finalmente los resultados obtenidos de la simulaciéon subrayan la relevancia de una
discretizacion cuidadosa al momento de utilizar el método de diferencias finitas. Siendo
que la eleccién incorrecta del tamano de paso o tamano de discretizacién puede afectar
la calidad de la aproximacion. Esto se pudo evidenciar en la simulacién de la ecuacion de
onda. Por lo que es necesario considerar este punto y asi tener una mayor precisién y por

consiguiente mejor convergencia al seleccionar parametros de discretizacion.
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RECOMENDACION

La capacidad de aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales en sistemas oscila-
torios subamortiguados y la ecuacién de onda han proporcionado importante informacién
sobre el comportamiento de estos sistemas. Por tanto se recomienda investigar en futuros
trabajos el desarrollo de algoritmos numéricos més eficientes y precisos para la aproxima-
cién de diverso fendémenos fisicos. Teniendo como objetivo principal el enriquecimiento de
la comprension tedrica y asi lograr unificar un poco més a estas dos ciencias tan impor-

tantes como son la fisica y la matematica.

La investigacion de nuevos algoritmos numéricos avanzados y eficientes se esta vol-
viendo crucial para el desarrollo de nuevas ciencias. Por tanto se recomienda realizar una
exploracion de métodos numéricos, asi mismo técnicas de optimizacion para reducir con-
siderablemente el tiempo de calculo y deméas. El desarrollo constante de herramientas
computacionales es crucial si de quiere abordar nuevo problemas que sean més complejos

y brinden nuevas soluciones a problemas mas atuales.

Se recomienda siempre aplicar una flexibilidad de los métodos numéricos que se use para
cualquier investigacion. Como se ha notado con bastante claridad en el presente trabajo,
se noté como se pueden implementar en problemas muy diferentes, desde la EDO para
sistemas oscilatorios subamortiguados hasta la EDP de la ecuacion de onda. Esta gran
versatilidad resalta la importancia de tener un conjunto de herramientas matematicas y

computacionales, mismo que debe ser diverso, a entera disposicion de los investigadores.
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ANEXOS

Anexo 1: Aproximacion de la EDO
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Anexo 2: Capturas del codigo en general

PARTE UNIFICADA DE LOS 3 METODOS ADEMAS DE LA SOLUCION ANALITICA

numpy as np
matplotlib.pyplot

plt.plot(
plt.legen

Y*np.exp(-x[i])

1 2[i#1]
2[i+1]

38
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21) +k* (211 i+@.5%k

Anexo 3: Aproximacion de la EDP

Comparacién entre Solucion Analitica y Aproximacién (Diferencias Finitas Muy Mala) de la Ecuacidn

de Onda

—— Aproximacion (t=0.00)
Solucién Analitica (t=0.00)
g —— Aproximacion (t=0.10)
=== Solucién Analitica (t=0.10)
—— Aproximacion (t=0.20)
——- Solucién Analitica (t=0.20)
Aproximacion (£=0.30)
67 —=-~ Solucién Analitica [t=0.30)
Aproximacion (t=0.40)
g Solucién Analitica (t=0.40)
%.
£
5 4
04

T T T T
0 2 4 6 8 10
Posicién en el espacio

Anexo 4: Cédigo de la aproximaciéon para la EDO

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
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# Dibujar las soluciones, la numérica y la real

def dibujar(x,y,etiqueta,color,marca):
plt.title("")
plt.xlabel("Tiempo")
plt.ylabel("Desplazamiento")
plt.plot(x,y,label=etiqueta, color=color, marker=marca)
plt.legend()

# Parametros del sistema

m=1.0 # masa

c = 0.5 # coeficiente de amortiguamiento
k = 26.0 # constante del resorte

# Intervalo de integracidn

I= [0, 3]

# Numero de pasos

n = 100

h = (I[1] - I[0])/n #Tamafio del paso

# Condiciones iniciales
z1_0
z2_0

1.0 # condicidén inicial del vector posicidn

0.0 # condicién inicial del vector velocidad

#SOLUCION REAL
x=np.arange(I[0],I[1]+h,h)
y=np.zeros(n+1)
y[0]=1
def real(n,x,y):
for i in np.arange(O,n,1):
y[11=(0.2*np.sin(6*x[i])+np.cos(5*x[i]))*np.exp(-x[i])

return y

A R R
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# METODO DE EULER, EXPLICITO
# ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA DE 2D ORDEN
S i S

def euler_method(m, c, k, z1_0, z2_0, I, n):
# Inicializar los arreglos para almacenar las soluciones
t = np.linspace(I[0], I[1], n)
z1
z2

np.zeros(n)

np.zeros(n)

# Establecer condiciones iniciales
z1[0] z1_0
z2[0] z2_0

# Calcular las soluciones utilizando el método de Euler
for i in range(1, n):
#z1=z1 +hxklzl #Z1_i es mi sol y z1[i-1] es el punto
0 paso anterior
z1[i] = z1[i-1] + h * z2[i-1]

# z2=z2 +hx(k1z2 6 z2° 6 y°°) para z2 tengo q la formula es
x "+cx +kx=0 y depejo x°°
z2[i] = z2[i-1] - h * (c * z2[i-1] + k * z1[i-1]) / m

return t, z1

# Resolver el sistema utilizando el método de Euler y la sol. analitica
t, z1= euler_method(m, ¢, k, z1_0, z2_0, I, n)

y_real= real(n,x,y)

IR R R R

# METODO DE RUNGE KUTTA DE ORDEN 2, EXPLICITO

# ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA DE 2D0 ORDEN
s s s
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def runge_kutta2_method(m, c, k, z1_0, z2_0, I, n):
# Inicializar los arreglos para almacenar las soluciones
tl = np.linspace(I[0], I[1], n)
z1_1
z2_1

np.zeros(n)

np.zeros(n)

# Establecer condiciones iniciales
z1_1[0] z1 0
z2_1[0] z2_0

# Calcular las soluciones utilizando el método de Runge-Kutta
de 2do orden
for i in range(l, n):

ti_i = t1[i-1]

z1_1 i =2z1_1[i-1]

z2 1 1 = z2 1[i-1]

# K1

ki z1 1 =h % z2_ 1 i

k1 z2 1 =h *x (- (¢c *x z2_1_ i +k *xz1_1_1i) / m)
# K2

k2.z1. 1 =h * (z2.1.1i + 0.5 *x k1_z2_1)
k2.z2 1 =h * (- (c * (z2_1_i + 0.5 * k1_z2_1) + k *
(z1_1_i + 0.5 * k1_z1_1)) / m)

*

o1

# Calcular los valores de zl1 y z2 en el siguiente paso
de tiempo utilizando los promedios ponderados

z1 1[i] = =z1_1 i + k2_z1 1

z2_1[i] = z2_1_i + k2_z2_1

return t1, z1_1
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# Resolver el sistema utilizando el método de Runge-Kutta de segundo orden

t_1, z1_1 = runge_kutta2_method(m, c, k, z1_0, z2_0, I, n)

B S S
# METODO DE RUNGE KUTTA DE ORDEN 4, EXPLICITO
# ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA DE 2D0 ORDEN
S s

def runge_kutta(h, n, z1_0, z2_0, m, c, k):
t_2 = np.linspace(0, n*h, n+1)
z1_2
z2_2

np.zeros(n+1)

np.zeros(n+1)

z1_2[0]
z2_2[0]

z1 0
z2_0

for i in range(n):

k1 z1 2 =h *x z2_2[i]

k1 z2 2 =h *x (-cxz2_2[1i]/m - k*z1l_ 2[i]/m)

k2 z1 2 =h *x (2z2_2[i] + 0.5%kl1_z2 2)

k2_z2_2 = h * (-cx(z2_2[1] + 0.5%k1_z2_2)/m - kx(z1_2[i] +

0.5%k1_z1_2)/m)

k3_z1_2 = h * (z2_2[1i] + 0.5%k2_z2_2)
k3_z2_2 h *x (-cx(z2_2[i] + 0.5%k2_z2_2)/m - kx(z1[i] +
0.5%k2_z1_2)/m)

kd_z1_2
kd_z2_2

h *x (z2_2[1i] + k3_z2_2)
h * (-cx(2z2_2[1i] + k3_2z2_2)/m - kx(z1_2[i] + k3_z1_2)/m)

z1_2[i+1] = z1_2[i] + (1/6)*(k1_z1_ 2 + 2*¥k2_z1 2 + 2xk3_z1 2 + k4_z1_2)
z2_2[i+1] = z2_2[i] + (1/6)*(k1_z2_2 + 2xk2_z2 2 + 2¥k3_z2_2 + kd_z2_ 2)
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return t_2, z1_2

# Resolver el sistema de ecuaciones
t_2, z1_2 = runge_kutta(h, n, z1_0, z2_0, m, c, k)

y_real= real(n,x,y)

#Graficacidén

g=dibujar(t,zl,"Euler","red",,None)

print(q)
r=dibujar(t_1,z1_1,"RK2","green","s")
print(r)
s=dibujar(t_2,z1_2,"RK4","blue",".")
print(s)

p=d1bu_] ar(x,y_real s "Real" s "black" , u*u)
print (p)

Anexo 5: Cédigo de la aproximacion para la EDP

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Parametros del sistema
c =1.0 # Velocidad de propagacién de la onda
10.0 # Longitud de la cuerda

T=05.0 # Tiempo total de simulacidn
Nx =5 # Nimero de puntos en la discretizacidén espacial
(muy pocos puntos)

Nt = 10 # Nimero de pasos de tiempo (muy pocos pasos)

# Tamafio del paso en el espacio y el tiempo (valores muy grandes)
dx = L / Nx
dt = T / Nt

# Discretizacidén espacial y temporal

x = np.linspace(0, L, Nx)
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t = np.linspace(0, T, Nt)

# Inicializacién de la solucién

u = np.zeros((Nt, Nx))

# Condiciones iniciales

ul0, :] = np.sin(np.pi * x / L) # Onda sinusoidal inicial

# Coeficiente de estabilidad

alpha = (c * dt / dx)**2

# Método de diferencias finitas para aproximar la Ecuacién de Onda
for n in range(0, Nt - 1):
for i in range(1, Nx - 1):
uln + 1, i] = 2 * (1 - alpha) * u[n, i] + alpha * (u[n, i + 1] +
uln, 1 - 11) - uln - 1, i]

# Solucién analitica

u_analitica = np.zeros((Nt, Nx))

for n in range(Nt):
for i in range(Nx):
u_analiticaln, i] = np.sin(np.pi * x[i] / L) * np.cos(np.pi *
c * t[n] / L)

# Grafico comparativo de la solucién analitica y la aproximacién (muy mala)
plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.xlabel (’Posicién en el espacio’)

plt.ylabel(’Amplitud’)

plt.title(’Comparacién entre Solucién Analitica y Aproximacién

(Diferencias Finitas Muy Mala) de la Ecuacién de Onda’)

# Selecciona algunos pasos de tiempo para la visualizacidn

pasos_de_tiempo = [0, 2, 4, 6, 8]
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for n in pasos_de_tiempo:

plt.plot(x, uln, :], label=f’Aproximacién (t={t[n]:.2f})’)

plt.plot(x, u_analiticaln,
Analitica (t={t[n]:.2f})’)

plt.legend()
plt.grid(True)
plt.show()

:], linestyle=’dashed’, label=f’Solucién
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